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УДК 621.87 

К. В. Овсянников, канд. техн. наук, доц., Г. С. Леневский, канд. техн. наук, доц.,  
С. В. Кольцов, канд. техн. наук, доц. 

АНАЛИЗ  И  СИНТЕЗ  СИСТЕМЫ  УПРАВЛЕНИЯ  ЭЛЕКТРОПРИВОДОМ  
ПОДЪЕМНОЙ УСТАНОВКИ, ОБЛАДАЮЩЕЙ РАСПРЕДЕЛЕННО-УПРУГИМИ 
СВОЙСТВАМИ 

 
Получена система с расширенной полосой пропускания без резонансного регулятора. Полоса про-

пускания системы расширена более чем в 2,5 раза. 
 

 
До настоящего времени подъемные ус-

тановки представлялись в виде одно- (абсо-
лютно жесткая), двух- и в некоторых случа-
ях трехмассовой расчетных схем. В подоб-
ном подходе не учитывалось то, что основ-
ной элемент передачи усилия – канат – об-
ладает распределенно-упругими свойства-
ми и, следовательно, активно влияет на 
усилия в механических узлах установки. 

Наличие упругости в объекте оказы-
вает существенное влияние на работу сис-
темы управления. При этом возникает не-
обходимость отходить от стандартных на-
строек жестких систем и применять до-
полнительные корректирующие связи. 

В общем случае математическое опи-
сание сложного объекта с распределенны-
ми параметрами не позволяет достаточно 
точно описать поведение объекта во вре-
менной области, а также произвести ана-
лиз влияния упругих свойств объекта на 
его динамические характеристики. Поэто-
му для уменьшения затрат на исследова-
ния объектов с распределенными парамет-
рами выполняется их аппроксимация в ви-
де многомассовых моделей с сосредото-
ченными параметрами. Особую важность 
представляет решение вопросов устойчи-
вости в замкнутых системах при малом 
демпфировании. 

Основная трудность при технической 
реализации модального управления в сис-
темах с распределенными параметрами 
состоит в сложности обеспечения устой-
чивости замкнутых систем, так как, с од-
ной стороны, невозможно управлять всем 
конечным числом мод в силу ограничен-
ности вычислительной мощности наблю-

дателей и регуляторов, а с другой сто-
роны, «неучтенные», но реально при-
сутствующие моды делают систему не-
устойчивой. 

Другая трудность заключается в 
наличии у передаточной функции объ-
екта ярко выраженных резонансных 
(антирезонансных) свойств, практиче-
ски исключающих возможность расши-
рения полосы пропускания разомкнутой 
системы за частоту первого резонанса 
системы при нерезонансном регуляторе. 

Как правило, практически любую 
подъемную установку можно предста-
вить в виде двух сосредоточенных масс, 
которые соединены между собой рас-
пределенно-упругим звеном – канатом. 
Многоканатные системы легко сводятся 
к одноканатной, в пространственно раз-
ветвленных системах всегда можно вы-
делить звенья с наибольшей податливо-
стью, остальные звенья представить как 
жесткие. Также необходимо принять 
следующие допущения: канат идеали-
зируется как математическая струна или 
стержень, а сосредоточенные массы 
представляются как бесконечные скачки 
плотности. В этом случае систему мож-
но описать следующими уравнениями: 
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где ΔF(x, t) – приращение усилия в сечении х 
каната; ρ – масса единицы длины каната;           
ν (x, t) – скорость смещения сечения х кана-
та; Е и S – модуль упругости и площадь по-
перечного сечения каната; νв и νн – скорости 
смещения верхнего и нижнего концов ка-
ната; ΔFд – приращение движущего уси-
лия; Fв и Fн – усилия в верхнем и нижнем 
сечениях каната. 

Решением этой системы является пе-
редаточная функция движущего усилия 
относительно скорости перемещения для 
любого сечения каната: 
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где ξ – координата выходной точки, о. е., 
ξ = х / l; μi – i-я сосредоточенная масса, о. е., 
μi = mi / mΣ; µk – относительная масса кана-
та, о. е., µk = mk / mΣ; mΣ – суммарная при-
веденная масса установки. 

Особый интерес представляет иссле-
дование поведения такой модели в частот-
ной и во временной областях. Стоит заме-
тить, что передаточную функцию (2) не-
возможно использовать непосредственно 
при исследованиях во временной области в 
связи с ее трансцендентностью, а только 
после приведения ее к конечномерному 
виду. Традиционно процесс получения ко-
нечномерной модели называется аппрок-
симацией, имеется ряд публикаций по 
этому вопросу, поэтому в статье он рас-
сматриваться не будет. Покажем исследо-
вание подобных передаточных функций на 
конкретном примере, на основе данных по 
грузоподъемной установке БЦК, установ-
ленной на предприятии «БеларусьКалий» 
г. Солигорск. Установка для высоты 
подъема 1000 м имеет следующие отно-
сительные массы: μ1 = 0,878, μ2 = 0,091 и 
μК = 0,029. 

Наиболее интересны частотные 
характеристики в различных точках ка-
ната, т. е. в различных координатах рас-
преденно-упругого звена. Это обуслов-
лено тем, что при построении систем 
автоматического управления (САУ) по-
добными объектами необходимо  вве-
дение в САУ дополнительной информа-
ции с промежуточной координаты уп-
ругого объекта. При этом требуется оп-
ределить наиболее оптимальную точку 
подключения датчика. Частотные ха-
рактеристики представлены на рис. 1. 
Координата выходной точки изменяется 
с шагом 0,2. 

По [1] точка подключения выбира-
ется таким образом, чтобы обеспечива-
лось на возможно большем диапазоне 
частот чередование полюсов и нулей пе-
редаточной функции или, что то же са-
мое, чередование резонансов и антирезо-
нансов частотной характеристики. В дан-
ном эксперименте этому условию удов-
летворяет случай, когда ξ = 0,2 (рис. 1, б). 
Данная точка несет наибольшую инфор-
мацию о движении объекта. 

При аппроксимации выражения (2) 
методом простейших дробей аппрокси-
мирующая модель представляется сле-
дующим образом: 

 

∑
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,          (3) 

 
где pn – n-й полюс передаточной функ-
ции. 

Таким образом, для получения ко-
нечномерной модели достаточно знать 
полюса бесконечномерной передаточ-
ной функции и вычеты в полюсах. 

Для случая с подъемной установ-
кой значения полюсов P и вычетов Res 
(для случая ξ = 0) приведены в табл. 1. 

На рис. 2–4 показаны логарифми-
ческие амплитудно-частотные характе-
ристики аппроксимирующих моделей, 
которые получены при учете четырех, 
семи и двенадцати резонансов соответ-
ственно, а также первые четыре резо-
нанса.  
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Рис. 1. ЛАЧХ каната в разных пространственных точках, исходная модель 
 
 
 

 
 
Табл. 1. Данные расчета передаточных функций 

P –34,56i –31,42i –28,28i –25,14i –22,00i –18,86i –15,73i –12,59i –9,46i 

Res 3,05e-5 3,57e–5 4,57e–5 5,89e–5 7,55e–5 1,03e–4 1,50e–4 2,40e–4 4,27e–4 

P –6,33i –3,25i –0,574i 0 0,574i 3,25i 6,33i 9,46i 12,59i 

Res 9,23e–4 3,41e–3 6,58e–2 1,00 6,58e–2 3,41e–3 9,23e–4 4,27e–4 2,40e–4 

P 15,73i 18,86i 22,00i 25,14i 28,28i 31,42i 34,56i – – 

Res 1,50e–4 1,03e–4 7,55e–5 5,89e–5 4,57e–5 3,57e–5 3,05e–5 – – 
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Рис. 2. ЛАЧХ каната в разных пространственных точках; модель, полученная при аппроксима-
ции; учет четырех резонансов 

 

 
 

Рис. 3. ЛАЧХ каната в разных пространственных точках; модель, полученная при аппроксима-
ции; учет семи резонансов 
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Рис. 4. ЛАЧХ каната в разных пространственных точках; модель, полученная при аппроксима-
ции; учет двенадцати резонансов 

 
 

Сплошной линией показаны харак-
теристики полученных моделей, а ошибка 
по отношению к исходной модели – пунк-
тирной линией. Точность аппроксимации 
такова, что характеристика исходной мо-
дели практически сливается с получен-
ной, поэтому она не показана на рисун-
ках. Хорошо видно, что ошибка на глад-
ких участках близка к нулю, в районе ре-
зонансов весьма мала, но в районе анти-
резонансов достаточно велика, уменьша-
ясь при учете большего количества резо-
нансов. Однако для работы модели во 
временной области по опыту [1, 3] особое 
влияние оказывают именно резонансные 
свойства, влияние антирезонансов на ди-
намику является несущественным. Ана-
лизируя графики можно сделать следую-
щие выводы: при аппроксимации модели 
необходимо искать оптимум при опреде-
лении количества учитываемых резонан-
сов, так как в целом при аппроксимации 

точность достаточна высока и сущест-
венно не увеличивается, если увеличи-
вать количество резонансов. 

Выражение (3) легко преобразо-
вать к следующему виду: 
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Модель вида (4) более пригодна 
для исследования поведения системы во 
временной области по сравнению с (3). 
Очевидно, что при увеличении числа 
учитываемых полюсов функции, вычис-
ленные ранее, не изменяются, что уп-
рощает вычисления и интерпретацию 
полученных результатов. Структурная 
схема для исследования данной переда-
точной функции представлена на рис. 5. 

Достаточно эффективно задача 
формирования требуемых динамиче-
ских свойств разомкнутой системы 
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может быть решена за счет использова-
ния дополнительных обратных связей. 
Обратная связь, подключенная особым 
способом, позволяет перераспределить 
нули и полюса передаточной функции, 
тем самым сдвинув первые резонансы 
вправо, не прибегая к резонансным регу-
ляторам. Далее будет показано решение 

по синтезу системы, позволяющее уве-
личить полосу пропускания при подоб-
ной настройке в 2,5–5 раз, при помощи 
восстановления информации с некото-
рой выбранной специальным образом 
пространственной точки. Все числен-
ные расчеты были проделаны для гру-
зоподъемной установки БЦК. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5. Структурная схема модели, полученной при аппроксимации 
 

Производя математические преобра-
зования, из (2) можно получить все пере-
даточные функции, необходимые для 
дальнейшего расчета. 

Передаточная функция от скорости 
перемещения к усилию в верхнем сече-
нии (ξ = 0) равна: 
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Передаточная функция от усилия в 
верхнем сечении к перемещению в ниж-
нем сечении(ξ = 1) равна: 

 
2 2

2 1 2( ) ( ) ( )k kW p / sh p p⎡= ⋅ ⋅ ⋅ + +⎣μ μ μ μ  
]1 2( ) ( )kp ch p .+ ⋅ ⋅ ⋅ +μ μ μ                    (6) 

 
Покажем, что использование в сис-

теме дополнительной обратной связи, 
снимаемой с некоторой, определенным 
образом выбранной промежуточной 
точки ξ объекта с распределенными па-
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раметрами, дает принципиальную воз-
можность построения системы с расши-
ренной полосой пропускания. 

Структурная схема для предлагае-
мого способа представлена на рис. 6, где 
WРl – передаточная функция регулятора 
тока; WР2(p) и WР3(p) – передаточные 
функции дополнительного и главного ре-
гуляторов скорости; WС(p) – передаточ-
ная функция силовой части электропри-

вода; W1РП(p) и WРП(p) – передаточные 
функции объекта с распределенными 
параметрами от точки входа до точек ξ 
и ξВЫХ = 1 соответственно. 

Для упрощения выкладок будем 
считать, что у замкнутого контура тока 
быстродействие достаточно, для того 
чтобы его передаточную функцию счи-
тать равной единице. 

 

 
 

Рис. 6. Структурная схема 
 

Тогда приходим к передаточной 
функции разомкнутого по главной обрат-
ной связи контура скорости: 
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Покажем, что передаточная функция 

(5) позволяет расширить полосу пропуска-
ния при определенном подключении до-
полнительной обратной связи по скорости. 
Желательно при этом, чтобы сложность 
регулятора дополнительного контура была 
проще или примерно соответствовала 
сложности промышленных ПИД-регуля-
торов. Известно, что частота среза контура, 
в основном, ограничивается порядком 
дифференцирующей составляющей регу-
лятора и ее частотным диапазоном, дости-
гающим в промышленных регуляторах од-
ной декады при первом порядке диффе-
ренцирования [2]. При этом существенно, 
что объекты с распределенными парамет-

рами гиперболического типа обладают 
ярко выраженными свойствами диффе-
ренцирования, заключающимися в нали-
чии у системы антирезонансов и, следо-
вательно, нулей передаточной функции. 

Изложенное показано на рис. 7, 
где видно распределение в пространст-
венно-частотной области нулей и по-
люсов передаточной функции подъем-
ной установки. На график нанесены 
кривые, характеризующие изменение 
частоты антирезонансов при изменении 
положения выхода системы ξ. Частоты 
резонансов являются едиными для всей 
системы, т. е. не изменяются при изме-
нении ξ (соответствующие кривые па-
раллельны оси ξ). Кроме того, указана 
фаза частотной характеристики систе-
мы в пространственно-частотных об-
ластях, ограниченных резонансными и 
антирезонансными кривыми.  

Точка подключения обратной свя-
зи выбирается таким образом, чтобы 
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обеспечить на возможно большем диапа-
зоне частот чередование полюсов и нулей 
передаточной функции или, что то же са-
мое, чередование резонансов и антирезо-
нансов частотной характеристики. Как 
видно из рис. 7, при 0,6 < ξ < 0,8 наблюда-
ется чередование частот первых четырех 
резонансов и антирезонансов и при этом 
фаза системы удерживается в пределах от 

2
π

−  до 
2

3π
− , а следовательно, имеется 

возможность удержания устойчивости 
замкнутого контура. Принимаем ξ = 0,8. 

Из (2), (5) и (6) легко выразить 
WРП(p) и W1РП(p). 

 

)()(
)(

2 pchpshp
pW

k

k
РП ⋅+⋅⋅

=
μμ

μ
;  (8) 

 

[

]

1 2

2

( ) ( ) (
( ) ( )) ( )
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РП

k

k

W p ch p p
sh p ch p sh p

p ch p sh p /

= ⋅ ⋅ ⋅ ×

× + ⋅ − ⋅ ×

× ⋅ ⋅ + ⋅

ξ μ
μ ξ

μ μ
 

[ ]2 ( ) ( )k/ p sh p ch p .⋅ ⋅ + ⋅μ μ          (9) 
 

Примем WР2(p) = 10 и WР3(p) = 1, 
для этого случая логарифмическая ам-
плитудно-частотная характеристика 
(ЛАЧХ) приведена на рис. 8. 

Штриховой линией нанесена 
ЛАЧХ системы без дополнительного 
контура по пространственной коорди-
нате, а сплошной – с дополнительным 
контуром. В исходной системе первый 
резонанс расположен на частоте 0,53, а 
в полученной – 1,36. То есть полоса 
пропускания системы расширена более 
чем в 2,5 раза. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 7. Распределение нулей и полюсов системы 
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Рис. 8. Логарифмические амплитудно-частотные характеристики 
 
 

Кроме этого, ЛАЧХ полученной 
системы на частотном диапазоне 0–10 с-1 
имеет только один резонанс, а не четыре, 
как в исходной системе, т. е. фактически 
это означает, что при введении дополни-
тельного контура спектр собственных 
частот системы смещается вправо. Это 
приводит к тому, что резонансы на более 
высоких частотах влияют гораздо меньше 
из-за меньшего коэффициента усиления 
по сравнению с исходной системой. 

На основании представленного спо-
соба синтеза системы были получены ма-
тематические модели для исследуемой ус-
тановки БЦК. 

 
Выводы 

1. Модель объекта с распределенными 
параметрами имеет очень сложный вид, в 
общем случае в нее входят частные произ-
водные, интегралы и интегродифференци-
альные выражения. Поэтому исследование 
динамики таких объектов как звеньев сис-

темы автоматического регулирования 
обычно ведется при помощи аппрокси-
мации их системой уравнений конечной 
размерности. 

2. Разработка методов аппрокси-
мации объектов с распределенными па-
раметрами позволяет осуществить их 
моделирование минимально возможным 
количеством типовых звеньев с сосре-
доточенными параметрами и в конеч-
ном итоге упростить проектирование 
системы автоматического управления. 

3. Получена система с расширен-
ной полосой пропускания без примене-
ния резонансного регулятора. Следует 
отметить, что реальные системы не все-
гда могут быть замкнуты по произволь-
ной пространственной координате из-за 
особенностей их конструктивного ис-
полнения. Однако развитие вычисли-
тельной техники дает возможность 
применять в таких системах вычислите-
ли, восстанавливающие недостающую 
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информацию о движении произвольной 
пространственной точки. 

 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Киселев, Н. В. Электроприводы с распре-
деленными параметрами / Н. В. Киселев, В. Н. 
Мядзель, Л. Н. Рассудов. – Л. : Судостроение, 1985. – 
220 с. 

2. Змеу, К. В. Передаточные функции 
волновых одномерных точечно–неоднородных 
кольцевых объектов / К. В. Змеу,  Л. Н. Рассудов 
// Автоматика и телемеханика. – 1982. – № 5. – 
С. 52–57. 

3. Кадымов, Я. Б. Переходные процессы 
в системах с распределенными параметрами / 
Я. Б. Кадымов. – М. : Наука, 1968. – 123 с. 

 
 

Белорусско-Российский университет 
Материал поступил 01.10.2007 

K. V. Ovsiannikov, G. S. Lenevsky, S. V. Koltsov 
Analysis and synthesis of the electric drive control  
system of a lifting gear which has distributive and  
elastic characteristics 
Belarusian-Russian University 

Received system with expanded bandwidth without resonance regulator. Bandwidth system expanded to 
more than 2,5 times. 
 




