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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДИНАМИКИ ДВИЖЕНИЯ КОЛЕСНОГО  
ТРАКТОРА МТЗ И РЕЗУЛЬТАТЫ ЕГО МОДЕЛИРОВАНИЯ НА ПЭВМ 

В статье представлена математическая модель колесного трактора МТЗ, учитывающая шарнирную 
связь балансирной балки переднего моста с корпусом трактора и подвеску управляемых колес. Пред-
ставлены выводы, сделанные по результатам решения математической модели на ПЭВМ.  

 
Передний мост колесного трактора 

представим как колебательную систему 
«дорога − управляемые колеса − рулевое 
управление», которую, в отличие от из-
вестных, будем рассматривать с учетом 
моделируемых случайных возмущений. 
Расчетная схема такой системы, учиты-
вающая упругость тяг и зазоры в шарни-
рах рулевого привода, диссипацию энер-
гии в элементах подвески и шин, инерци-
онность подвижных деталей, сухое тре-
ние в подвеске колес и кинематику руле-
вой трапеции, приведена на рис. 1. 

В рассматриваемой механической 
системе выделим подрессоренную массу 
(балансирная балка и передняя часть 
трактора, масса которой приходится на 
передний мост) и неподрессоренную мас-
су (управляемые колеса с шинами). Рас-
смотрим следующие возможные переме-
щения в системе:  

– перемещение точки C1 (рис. 1) в 
плоскости ХОУ по осям ОХ и ОУ;  

– вертикальные колебания подрес-
соренной массы по оси ОZ; 

– угловые колебания переднего моста 
относительно продольной оси трактора; 

– угловые колебания управляемых 
колес относительно осей шкворней.  

Таким образом, поведение рассмат-
риваемой механической системы опреде-
ляется следующими обобщенными коор-
динатами:  

– zс1, yс1, ψ1 − вертикальное, боковое 
перемещения точки С1 (см. рис. 1) и угол 
поворота переднего моста вокруг про-
дольной оси трактора соответственно;  

– z1, z2 − вертикальные перемещения 
левого и правого управляемых колес;  

– η1 − угол поворота левого управ-
ляемого колеса вокруг оси его шкворня. 

Балансирная балка переднего моста 
колесного трактора, имеющая шарнир-
ную связь с корпусом трактора, и под-
веска управляемых колес привносят 
специфические особенности в математи-
ческую модель его движения.  

Запишем уравнения геометриче-
ских связей моделируемой системы, ко-
торые будут использованы при выводе 
динамических уравнений и уравнений 
кинематических связей. Из рис. 1 выра-
зим длину отрезка lшi, заключенного ме-
жду точками пересечения осевой линии 
i-го поворотного шкворня с осевыми ли-
ниями балансирной балки и i-й поворот-
ной цапфы, а также расстояние dni от 
центра масс переднего моста до точек 
крепления i-й подвески в положении 
статического равновесия: 

 
lшi = (h ± li sin χi) / cos αi,   i = 1, 2;  
 dni = dki ± rcтi sin χi + li cos χi ± 

    ± lшi sin αi,  i = 1, 2. 
 

Выразим ординаты центров левого 
уk1 и правого уk2 колес через обобщен-
ные координаты: 

 
уki = уc1 ± dni cos ψ1 − loi sin(αi + ψ1) ±  
± li cos(ηi + ηoi), i = 1, 2,              (2) 

где  loi = lшi + zni − zi. 
Углы λi между проекциями осевых 

(1) 
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линий поворотных шкворней на плос-
кость ХОУ и осью ОУ, γi между верти-
кальными осями OiZi  и осевыми линиями 
шкворней, длины pi проекций отрезков 
ОiBi осевых линий шкворней на плос-
кость ХОУ и расстояния ai точек Оi до 
опорной поверхности определяются из 
выражений (рис. 2, а): 

 

λi = arctg [tg βi / tg(αi + ψ1)],   i = 1, 2;  
γi = arctg [tg(αi + ψ1) / cos λi],  i = 1, 2; 
pi = ai tg(αi + ψ1) / cos λI,  i = 1, 2;          (3) 
ai = rzi cos(χi + ψ1) + li sin(χi + ψ1),  
i = 1, 2, 

где  rzi − радиус i-го колеса. Причем: 

  rzi = rстi + zi − qi,    i = 1, 2.            (4) 
 

 
 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема переднего моста колесного трактора 
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Рис. 2. Расчетные схемы для определения угла (а), продольной реакции опорной поверхности на 
управляемое колесо (б), скоростей центров колес (в) 

 
 

Соотношение между углами пово-
рота управляемых колес для обеспечения 
их чистого качения  должно  удовлетво-
рять условию: 

 

   ctgη2 − ctgη1 = B / L,           (5) 

где B – расстояние между осями шквор-
ней поворотных цапф управляемых ко-
лес; L – база трактора; η1, η2 – углы пово-
рота внутреннего и внешнего колес соот-
ветственно. 

Ввиду того, что функция  ctgη  при  
η = 0 не определена, в уравнении (5) за-
меним ее через 1/tgη. Тогда после под-
становки получим: 

 

   η2 = arctg ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +1/ 11 ηη tg

L
Btg .     (6) 

Расстояния от осевых линий пово-
ротных шкворней до линий действия 
продольных hxi, боковых hyi, вертикаль-
ных hzi составляющих нормальных сил 
(рис. 2, в): 

 
hxi = li cos(χi + ψ1) ± pi cos(λi − ηi) + ξi,   
i = 1, 2; 
hyi = − pi sin(λi − ηi) + si,  i = 1, 2;           (7) 
hzi = ± li sin(λi − ηi) m  si cos(λi − ηi), 
i = 1, 2. 

Аппликаты точек крепления левой 
zn1 и правой zn2 рессор (пружин) к балан-
сирной балке выразим через обобщен-
ные координаты zс1 и ψ1: 

 
     zni = zc1 m  dni sinψ1, i = 1, 2.          (8) 
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Продифференцировав по времени 
выражения (2), (6) и (8), получим: 
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,coszz 11c1ni ψψ nid&m& =  i = 1, 2.              (11) 

Выражение, взятое в скобки, из 
уравнения (10) обозначим через Е1, тогда 

 

112 ηη && Е= .                        (12) 

Продифференцировав по времени 
выражение (10) и произведя формальные 
преобразования, получим: 
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Обозначив через Е2 выражение, за-
ключенное в фигурных скобках, имеем: 

 
2
12112 ηηη &&&&& ЕЕ −= .                  (14) 

Поступательные скорости движения 
управляемых колес vk1, vk2 выразим через 
скорость центра масс переднего моста v 
(см. рис. 2, в): 

 

        vki = v iilη&m ,  i = 1, 2.              (15) 

Невозможность интегрирования од-
них динамических уравнений объясняет-
ся тем, что в их правые части входят не-
известные реакции, которые можно опре-
делить при добавлении уравнениями ки-
нематических связей.  

Другими словами, система динамиче-
ских уравнений является неопределенной, 
так как число неизвестных превышает чис-
ло уравнений. Для того, чтобы задача стала 
разрешимой относительно неизвестных, на 
систему необходимо наложить некоторые 
условия, которые определяются уравне-

ниями кинематических связей. 
Уравнения кинематических связей 

имеют вид: 
 

,2,1,0)(
;2,1,0

3i21 ==χ−ϕ−ξ+η+ϕ
==η+ϕ+ξ+

iUUUv
ivvy

iiiiikiii

ikiikiiki
&&

&&&

 
где ξi, ϕi − боковые и угловые деформа-
ции шин соответственно; U1i , U2i , U3i – 
кинематические коэффициенты. 

Выражение кинематических коэф-
фициентов можно записать в виде: 
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где шψ  – относительное затухание пере-
ходного процесса в шине; ус  − коэффици-
ент боковой жесткости глины; yk – коэф-
фициент сопротивления боковому уводу; 
λс − радиальная деформация пневматика 
при полной вертикальной нагрузке в по-
ложении статического равновесия.  

С учетом (9), (15) и 0v iki =η& урав-
нения кинематических связей принима-
ют вид: 
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Уравнения динамики движения ко-

лебательной системы запишем в форме 
уравнений Лагранжа второго рода [1]. 

Как показали результаты моделиро-
вания, скорость поворота управляемых 
колес свыше 1η& = 2 с-1 и вращение перед-
ней балки моста вокруг шкворня его креп-
ления к остову трактора провоцируют по-
явление гироскопического момента МГi. 

Определив компоненты уравнения 
Лагранжа второго рода, получим систе-
му дифференциальных уравнений дви-
жения колесного трактора в виде: 

(17) 

(18) 

(16) 
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где )zz(signF)zz(k)zz(cP iniTiininiininini &&&& −−−+−=  − 
усилие в i-м элементе подвески.  

Разработанная методика составле-
ния математической модели динамики 
движения колесного трактора является 
уточнением метода, приведенного в [2], и 
может быть использована для составле-
ния математических моделей колесных 
машин, имеющих аналогичные кинема-
тические связи. 

Анализ результатов моделирования 
динамики движения колесного трактора 
на ПЭВМ позволил сделать следующие 
выводы. 

1. Математическая модель позволяет 
исследовать влияние массогеометрических, 
упругодиссипативных характеристик шин 
и подвесок, параметров углов установки 
управляемых колес на курсовое движение 
трактора. Модель курсового движения от-

личается от существующих новыми урав-
нениями неголономных связей качения 
колес с опорной поверхностью, позво-
ляющих определить силы в контакте ко-
лес с опорной поверхностью, что позволя-
ет осуществлять контроль скольжения пя-
тен контактов колес.  

2. Анализ результатов моделирова-
ния показал: 

– при изменении схождения управ-
ляемых колес трактора в пределах ±3 мм 
среднеквадратичные отклонения ампли-
туд их угловых колебаний изменялись на 
0,2 %, а среднеинтегральная ширина ко-
ридора движения поезда на 0,08 % при 
скоростях движения 8−12,5 м/с;  

– эффективное снижение колеба-
ний управляемых колес трактора проис-
ходит при изменении центра крена кор-
пуса трактора путем наклона оси враще-
ния шарнирного пальца, соединяющего 
балку моста с корпусом трактора. Опти-
мальный угол наклона оси вращения 
шарнирного пальца по отношению к 
продольной оси трактора составляет 
10−12° в пределах изменения продоль-
ной базы порядка 3−4 м. 
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