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УДК 621.87:658.512.011.56 

И. В. Лесковец, канд. техн. наук, доц. 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ГУСЕНИЧНОГО ДВИЖИТЕЛЯ 
В статье предлагается математическая модель гусеничного движителя. Модель составлена с ис-

пользованием метода функциональных элементов. Движитель представлен как совокупность отдельных 
элементов. Для каждого элемента составлена математическая модель на основе физических зависимо-
стей с учетом расположения элемента в каждый момент времени. 
  

Современное состояние вычисли-
тельной техники позволяет производить 
достаточно точные расчеты сложных ме-
ханических систем. Практически во всех 
случаях такие расчеты базируются на ма-
тематических моделях. Математические 
модели гусеничных движителей, пред-
ставленные в работах А. Н. Носова [1],          
В. В. Гуськова [2], И. Б. Барского [3] и 
других авторов, позволяют определить 
только наиболее общие характеристики 
гусеничных движителей, такие как несу-
щая способность, тяговое усилие, некото-
рые внутренние параметры движителя, 
например среднее усилие натяжения гу-
сеничной цепи, влияние неравномерности 
шага зубьев ведущей звездочки на дина-
мические характеристики гусеничного 
обвода. 

Современные требования к гусенич-
ным машинам предполагают достаточно 
узкую специализацию: промышленные 
тракторы, строительные и дорожные ма-
шины, сельскохозяйственные машины, 
машины для лесного хозяйства и специ-
альная техника. В связи с этим можно с 
уверенностью сказать, что к гусеничным 
движителям этих машин предъявляются 
разные требования. Для промышленных 
тракторов это тяговое усилие и несущая 
способность, для сельскохозяйственных 
машин – минимальное удельное давление 
на грунт, для машин лесного хозяйства – 
щадящее воздействие на почву, для машин 
специального назначение – требования к 
показателям быстроходности.  

Существующие математические мо-
дели не в состоянии дать решения для всех 
типов возникающих задач. Таким образом, 
необходимо разработать универсальную 

математическую модель, пригодную для 
реализации на ЭВМ в виде программно-
го обеспечения. Данная математическая 
модель должна позволять производить 
исследования не только внешних пока-
зателей движителя (тяговое усилие, 
удельное давление на грунт), но и внут-
ренних параметров и характеристик (ус-
корения колес, ускорения траков, уси-
лий), возникающих при работе движите-
ля в заданных условиях. 

При составлении математической 
модели необходимо учесть требования, 
предъявляемые к современному про-
граммному обеспечению, наиболее об-
щими из которых являются экономич-
ность, универсальность, точность полу-
чаемых результатов, возможность про-
ведения анализа результатов, возмож-
ность проведения оптимизации по за-
данным параметрам. Учитывая, что 
мощности современных компьютеров 
позволяют с достаточно высокой скоро-
стью решать системы уравнений, со-
стоящие из нескольких тысяч выраже-
ний (программное обеспечение, исполь-
зующее метод конечных элементов), 
можно предположить, что моделирова-
ние всех подвижных элементов гусени-
цы машины вполне возможно, и к этому 
необходимо стремиться.  

Анализ работы гусеничного движи-
теля и его элементов показывает, что в 
целом весь механизм испытывает воздей-
ствие как внутренних, так и внешних сил. 
С точностью определить, какие силы яв-
ляются внутренними, а какие внешними 
для каждого элемента или системы за-
труднительно. Для упрощения работы и 
наибольшей универсальности предполо-
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жим, что необходимо создать модели каж-
дого подвижного элемента, который обла-
дает определенными свойствами и воспри-
нимает внешние силы. 

Дальнейший анализ показывает, что 
при составлении математической модели 
необходим учет динамических и кинема-
тических свойств движителя, т.к. в каж-
дый момент времени на отдельные эле-
менты может воздействовать разное коли-
чество других элементов. Таким образом, 
при составлении математической модели 
наиболее пригоден метод функциональ-
ных элементов, тем более что для его 
дальнейшей реализации в языках про-
граммирования присутствует структура, 
целиком соответствующая данному мето-
ду, именуемая классом. 

Основой для составления математи-
ческой модели является динамическая мо-
дель движителя, представляющая его в 
наиболее универсальном виде. 

Динамическая модель машины пред-
ставлена на рис. 1. В качестве допущения 
примем, что модель плоская, рама маши-

ны представляет собой недеформируе-
мую конструкцию. В состав модели вхо-
дят траки, опорные колеса с подвесками, 
поддерживающие колеса с подвесками, 
ведущее колесо, направляющее колесо. 
Следует отметить, что в настоящее вре-
мя подвески поддерживающих колес 
практически не применяют, однако для 
универсальности модели будем их учи-
тывать, предположив, что создать мо-
дель поддерживающего колеса без под-
вески можно будет с помощью парамет-
ров подвески. Основными параметрами 
модели являются количество опорных и 
поддерживающих колес, расстояние ме-
жду ними, расстояние от центра масс 
машины до ведущего и направляющего 
колес, а также до мест крепления подве-
сок к раме машины, размеры траков. На 
движитель в целом действуют силы от 
массы машины, реакции, приложенные к 
тракам от опорной поверхности, крутя-
щий момент, подводимый к ведущему 
колесу от трансмиссии. 

 

 
 
Рис. 1. Общая динамическая модель гусеничного движителя: Lцт – расстояние от центра тяжести до центра 

ведущего колеса; L1 – расстояние от центра ведущего колеса до центра опорного колеса; L2 – расстояние между центрами опорных 
колес; L3 – расстояние от центра ведущего колеса до центра поддерживающего колеса; Y1 – расстояние от центра тяжести до цен-
тра ведущего колеса; Y2 – расстояние от центра ведущего колеса до точки крепления опорной подвески; Y3 – расстояние от центра 
тяжести до точки крепления верхней подвески  

 
 



Эл
ек
тр
он
на
я б
иб
ли
от
ек
а  

Бе
ло
ру
сс
ко

-Р
ос
си
йс
ко
го 
ун
ив
ер
си
те
та

Вестник  Белорусско-Российского университета. 2006. № 4 (13) 
____________________________________________________________________________________________________ 

Транспорт 17

Наиболее сложным элементом с 
точки зрения составления математической 
модели является трак движителя, т.к. в 
каждый момент времени на один и тот же 
трак могут воздействовать различные си-
лы в зависимости от того, в каком месте 
движителя трак находится. Определим 
основные места положения траков в дви-
жителе: под опорным колесом, между 
опорными колесами, на верхней ветви, на 
поддерживающем колесе, на провисаю-
щей ветви (см. рис. 1), на направляющем 
колесе, на ведущем колесе, на тяговой 
части ветви.  

В соответствии с описанными слу-
чаями составим уравнения равновесия для 
траков в каждом отдельном случае. 

На трак, расположенный между 
опорными колесами (рис. 2), действуют 
силы тяжести mg, реакции микропрофиля 
дороги Rq, горизонтальная составляющая 
силы взаимодействия с последующим 
траком Fx

i+1, горизонтальная составляю-
щая силы взаимодействия с предыдущим 
траком Fx

i-1, вертикальная составляющая 
силы взаимодействия с последующим 
траком Fy

i+1, вертикальная составляющая 
силы взаимодействия с предыдущим тра-
ком Fy

i-1. Составим уравнения равновесия 
от рассмотренных сил. Учитывая, что рас-
сматривается плоская модель, количество 
степеней свободы для трака в данном слу-
чае равно трем, необходимо составить три 
уравнения. 
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где тркm  – масса трака; g – ускорение 
свободного падения; α – текущий угол 
наклона трака к направлению отсчета 
углов;  

.i
к

1i
нтркx xr)xx(CF ⋅−−= + ; 

.i
к

1i
нтркy yr)yy(CF ⋅−−= + , 

где тркС  – приведенный коэффициент 
жесткости шарниров соседних траков. 

Величины 1i
нX + , 1i

кX − , 1i
нY + , 1i

кY −  оп-
ределяются в соответствии с рис. 3. 

Направление отсчета углов опре-
делим для каждого трака с учетом рас-
положения декартовой системы коорди-
нат с началом отсчета в левом нижнем 
углу, нулевое направление отсчета углов 
с запада на восток, положительное на-
правление отсчета углов – против часо-
вой стрелки. 

 
 

 
 
Рис. 2. Динамическая модель трака, расположенного между опорными колесами 
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Рис. 3. Схема для определения расстояний между центрами шарниров соседних траков по гори-

зонтальной и вертикальной осям: 1i
нХ +  – абсцисса левого шарнира последующего трака по оси Х для траков, расположен-

ных на опорной ветви; 1i
кХ
−  – абсцисса правого шарнира предыдущего трака по оси Х для траков, расположенных на опорной вет-

ви; 1i
нY +  – ордината левого шарнира последующего трака по оси Y для траков, расположенных на опорной ветви; 1i

кY −  – ордината 
правого шарнира предыдущего трака по оси Y для траков, расположенных на опорной ветви  

 
 

Аналогично составим уравнения 
равновесия для трака, расположенного 
под опорным колесом (рис. 4). 
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где Rk – усилие от взаимодействия между 
траком и колесом; ∆L – текущее расстоя-
ние от центра трака до точки взаимодей-
ствия между траком и колесом. 

Принимая допущения, что движи-

тель взаимодействует с опорной по-
верхностью, которая является несми-
наемой, силу Rq можно определить на 
основании теории упругости: 

 
YCR тпq ∆⋅= , 

где тпC  – приведенный коэффициент 
жесткости трака и опорной поверхности 
(в случае, когда жесткость опорной по-
верхности недостаточна, можно принять 
только коэффициент жесткости опорной 
поверхности); Y∆  – величина заглубле-
ния трака в опорную поверхность. 

В некоторых случаях трак может 
отрываться от опорной поверхности. 
Для определения возникновения данно-
го случая на каждом шаге расчета необ-
ходимо проверять расстояние от центра 
трака до опорной поверхности; в случае, 
когда это расстояние превышает 

2/hтрк , qR  равно нулю. 
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Учитывая, что опорное колесо на 
некоторых режимах движения может вы-
ходить из соприкосновения с траком, не-
обходимо разработать алгоритм опреде-
ления истинного взаимного положения 

трака и колеса. 
Схема для составления модели 

трака, расположенного на провисающей 
ветви гусеничного обвода (см. рис. 1), 
представлена на рис. 5. 

 

 
 
Рис. 4. Динамическая модель трака, расположенного под опорным колесом 
 

 

 
 
Рис. 5. Динамическая модель трака, расположенного на провисающей ветви гусеничного обвода 

 

Математическая модель для данного 
случая имеет следующий вид: 
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Для траков, расположенных на 
верхней ветви, на поддерживающем ко-
лесе, на ведущем колесе, на тяговой ветви             
(см. рис. 1), уравнения составляются ана-
логичным образом. 

В результате получена система урав-
нений, имеющая переменную структуру. 
Для решения такой системы уравнений тре-
буется разработка специального алгоритма. 

Принимая допущения о том, что ве-
дущее и направляющее колеса не имеют 
перемещений относительно рамы маши-
ны, составим уравнения равновесия для 
опорных и поддерживающих колес. 

Для опорного колеса схема пред-
ставлена на рис. 6. Для удобства опреде-
ления геометрических параметров подвес-
ки в данном случае предлагается перейти 
от декартовой системы координат с нача-
лом отсчета в левом нижнем углу к ло-
кальной декартовой системе координат с 
центром в центре тяжести машины и на-
правлением оси ординат, совпадающим с 
направлением горизонтальной оси маши-
ны. В соответствии с принятыми допуще-
ниями необходимо составить одно урав-
нение, считая, что применяется подвеска 
свечного типа и колесо может иметь пе-

ремещения поперек продольной оси 
машины. 

кктркк
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прпрпр
к

.

m/)gmRyrLC(
t

Y
−+−∆=

∂
∂ , 

где кm  – масса колеса; Спр – коэффици-
ент жесткости пружины; прL∆  – отно-

сительное перемещение пружины; прr  – 
коэффициент диссипативных сил пру-
жины; к

.
y  – вертикальная скорость ко-

леса в системе вертикальных координат 
машины; Rтрк – усилие от взаимодейст-

вия колеса и трака, к
.

кктрк yrLCR ⋅−∆⋅= ; 
СК – приведенный коэффициент жест-
кости колеса и трака; L∆  – величина 
определяющая взаимное перекрытие 
при контакте колеса и трака; кr  – коэф-
фициент диссипативных сил между ко-

лесом и траком; к
.
y  – относительная 

скорость колеса и трака. 
Аналогично составим расчетные 

модели для верхних колес машины. 
 

 

 

 
 
Рис. 6. Подвеска опорных колес 
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В данном случае приведена матема-
тическая модель для учета свойств под-
вески свечного типа. Для подвесок других 
типов необходимо составлять соответст-
вующие уравнения. Учитывая, что под-
веска имеет механизм, который обеспечи-
вает ограничение хода подвески, необхо-
димо алгоритмически предусмотреть воз-
можные варианты работы данного меха-
низма. В том случае, когда подвеска на-
ходится в точке между крайней верхней и 
крайней левой границами, уравнение со-
ответствует приведенному выше. В слу-
чае, когда пружина подвески имеет мак-
симальную длину, усилие пружины равно 
нулю в связи с тем, что механизм подвес-
ки ограничивает перемещение колеса и 
принимает на себя усилие предваритель-
ного сжатия пружины. В случае, когда 
пружина подвески находится в макси-
мально сжатом состоянии (механизм под-
вески упирается в «отбойник»), усилие 
должно быть максимальным и значитель-
но превышать усилие от сжатой пружины, 
этого можно достигнуть, изменяя коэф-
фициент жесткости, принимая в данный 
момент коэффициент жесткости, равный 
коэффициенту жесткости рамы машины. 

Для машины в целом уравнение, оп-
ределяющее ускорение машины по оси 
ординат (учитывая, что модель плоская), 
будет иметь следующий вид: 

m/)2/gmF(
t
Y

пр

.

∑ ⋅−=
∂
∂ , 

где ∑ прF  – сумма сил от всех опорных 
подвесок. Значение Fпр определяется по 
зависимости: 
 

)LL(СF tnlпрпр −⋅= , 

где Спр – коэффициент жесткости пружи-
ны; Lnl – начальная длина пружины, опре-
деляемая конструкцией механизма под-
вески; Lt – текущая длина пружины. 

Уравнение, определяющее угол по-
ворота машины, имеет вид: 

J/)))LLL(F((
t ст1iпр

.

∑ −−⋅=
∂
ϕ∂ , 

где iLL 1i ⋅= ; i – номер соответствую-
щего колеса. 

В данном случае уравнение опре-
деляет угол поворота машины относи-
тельно центра тяжести. Поэтому масса 
машины не учитывается. 

В процессе расчетов могут воз-
никнуть случаи, когда машина опирает-
ся на заднее либо переднее опорное ко-
лесо. В случае, когда машина опирается 
на заднее опорное колесо (см. рис. 1, 
слева), уравнение, определяющее угол 
поворота машины, приобретает сле-
дующий вид: 

J/)Lgm))LLL(F((
t стст1iпр

.

⋅⋅−−−⋅=
∂
ϕ∂ ∑ , 

где i – изменяется от двух до макси-
мального количества опорных колес. 

Для определения перемещения 
машины вдоль оси Х возможно исполь-
зование нескольких уравнений. Это свя-
зано с тем, что в процессе трогания ма-
шины с места и в процессе движения из-
за возникновения вертикальных колеба-
ний машины давление траков на опор-
ную поверхность изменяется в доста-
точно широких пределах. В связи с этим 
изменяется коэффициент сцепления 
движителя с опорной поверхностью. 
Кроме того, величина момента сопро-
тивления, который преодолевается ве-
дущим колесом, также колеблется, сле-
довательно, угловая скорость ведущего 
колеса изменяется постоянно. Таким 
образом, можно воспользоваться как 
минимум двумя уравнениями, первое из 
которых: 

вквк

..
rx ⋅ϕ= , 

где вк

.
ϕ  – угловая скорость ведущего 

колеса; вкr  – радиус ведущего колеса. 
Второе уравнение: 

m/)FF(
t
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трк
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.
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∂
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где т
тркF  – сила тяги, создаваемая каж-

дым траком; сопр
тркF  – сила сопротивле-
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ний передвижению, возникающая на ка-
ждом траке. 

Критерий перехода от одного урав-
нения к другому требует отдельных пояс-
нений. Учитывая, что данная модель 
предназначена для реализации на ЭВМ 
методом функциональных элементов, все 
уравнения объединяются в одну систему 
алгоритмически. Предполагается, что в 
зависимости от наступления каждого рас-
четного случая для каждого из элементов 
системы будет решаться соответствующее 
уравнение. Данные действия необходимо 
осуществлять последовательно, используя 
известные методы интегрирования. Все 
уравнения алгоритмически объединяются 
в единую систему. Данный метод предпо-
лагается реализовать с помощью техноло-
гии объектно-ориентированного про-
граммирования с использованием клас-
сов. Возможно использование полученно-
го программного продукта в системе ав-
томатизированного проектирования гусе-
ничных движителей. После подтвержде-
ния адекватности решений, полученных с 
использованием пакета программ, воз-

можно проведение оптимизации основ-
ных параметров гусеничного движителя 
с использованием теории планирования 
эксперимента. 

Объединение полученной модели 
с моделями двигателя, гидротрансфор-
матора (сцепления), трансмиссии, мик-
ропрофиля опорной поверхности, рабо-
чего оборудования сделает возможным 
проведение выбора основных парамет-
ров машины с использованием критери-
ев скоростей, ускорений, плавности хо-
да и т. д. 
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Given in the paper is a mathematical model of a crawler propeller. The model is constructed on the basis 
the functional elements method. The propeller is a combinational of separate elements. The mathematical model 
is constructed for each element on the basis of physical dependences taking into account placement of each at 
every time moment. 




