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Введение 
 
Методические рекомендации составлены в соответствии с учебной про-

граммой по курсу «Строительная механика» для студентов специальностей 
«Промышленное и гражданское строительство» и «Автомобильные дороги».  

Цель изучения дисциплины «Строительная механика» – получение студен-
тами знаний, необходимых для проектирования, строительства, эксплуатации и 
реконструкции инженерных сооружений. Задачами учебной дисциплины явля-
ются умение определять внутренние усилия и перемещения в инженерных кон-
струкциях и сооружениях при действии на них статических, подвижных нагру-
зок, строить линии влияния для простейших конструкций и определять наиме-
нее выгодное положение нагрузок на сооружении.  

По всем темам приведены задачи с их подробным решением. По каждой те-
ме приводится один или несколько примеров для самостоятельного решения, во-
просы для самопроверки.  

Цель методических рекомендаций – закрепление полученных студентами 
знаний при изучении дисциплины «Строительная механика», в частности, практи-
ческих методов расчета статически определимых  систем, применяемых  
в строительстве. 
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1 Общие положения и понятия строительной механики 
 
Пример 1 – Определить число степеней свободы систем, приведенных на 

рисунке 1.1, и проверить их геометрическую неизменяемость. 
 

 
 
Рисунок 1.1 – К определению числа степеней свободы 
 
Решение 

Определяем число степеней свободы системы, показанной  
на рисунке  1.1, а: 

 
3 4 2 3 6 0.W        

 
Балка статически определима и геометрически неизменяема, т. к. первый 

стержень прикреплен к основанию при помощи заделки. Второй диск прикреп-
лен при помощи стержня к геометрически неизменяемой балке и  двумя стерж-
нями к опорной плоскости. Таким образом, три стержня не пересекаются в од-
ной точке и не параллельны друг другу. Последний диск прикреплен к суще-
ствующей геометрически неизменяемой системе при помощи шарнира и опор-
ного стержня, не проходящего через ось шарнира. 

Рассмотрим рисунок 1.1, б: 
 

2 5 7 4 1.W        
 
Стержневая система (ферма) состоит из простейших геометрически неиз-

меняемых систем – шарнирных треугольников, каждый узел последовательно 
присоединен при помощи шарнира и двух стержней, не лежащих на одной ли-
нии. Следовательно, ферма геометрически неизменяема. Однако число опорных 
связей сверх необходимого количества на единицу, т. е. ферма статически 
неопределима.  
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Рама, изображенная на рисунке 1.1, в, имеет верно расставленные опорные 
закрепления (т. е. рама геометрически неизменяема) и замкнутый контур, кото-
рый сразу увеличивает степень статической неопределимости: 

 
3 4 2 2 6 2W        . 

 
Пример 2 (для самостоятельного решения) – Определить число степеней 

свободы систем, приведенных на рисунке 1.2, и проверить их геометрическую 
неизменяемость. 

 

 
 

Рисунок 1.2 – К определению числа степеней свободы 
 
Контрольные вопросы 
 
1 Что такое расчетная схема сооружения? 
2 Назовите основные типы стержневых систем. 
3 Какие гипотезы принимаются для упрощения расчета сооружений? 
4 Что такое число степеней свободы? 
5 Какие системы называются геометрически неизменяемыми, изменяемы-

ми и мгновенно изменяемыми? 
6 В чем заключается необходимое условие геометрической неизменяемости? 
7 Какие способы образования неизменяемых систем Вы знаете? 
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2 Основные свойства статически определимых систем  
и методы их расчета при неподвижной нагрузке 

 
Пример 1 – Построить эпюры изгибающих моментов и поперечных сил от 

действия постоянной нагрузки для статически определимой многопролетной 
балки (рисунок 2.1, а). 

 

 
 
Рисунок 2.1 – К расчету статически определимой многопролетной балки на действие  

неподвижной нагрузки 
 
Решение 

Проводим геометрический анализ многопролетной балки. Она состоит из 
четырех элементов. Балка АШ1 имеет заделку, поэтому является основной. Бал-
ка BD прикреплена к основанию двумя опорами, поэтому также будет основной 
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по отношению к балкам Ш1Ш2 и Ш3Е. Балка Ш1Ш2 присоединена к основным 
балкам АШ1 и BD обоими концами при помощи шарниров, а балка Ш3Е – одной 
опорной связью к основанию, следовательно, они являются вспомогатель- 
ными элементами. Схема взаимодействия элементов представлена  
на рисунке 2.1, б. 

Расчет начинаем с рассмотрения вспомогательных элементов Ш1Ш2  
и Ш3Е, а затем – основных АШ1 и BD.  

Балка Ш1Ш2. Так как балка полностью загружена распределенной 
нагрузкой, то реакции равны между собой и определяются как 

 

1

1 2

4 6 4
12 кН.

2 2Ш Ш
q

R R
 

     

 
При таком виде нагружения значения изгибающего момента по концам 

балки равны нулю, а его максимальное значение приходится на середину про-
лета и вычисляется следующим образом: 

 
2 2

max 1

1 2

4 6 4
12 кН м.

8 8Ш Ш

q
M

 
     

 
Балка Ш3Е. Определяем опорные реакции: 
 

2 23
2 1 2 3 0;Ш EМ q R P         

 

2 22 1 3 10 2 1 2 3
13 кН;

2 2E
q P

R
       

    

 

2 23
2 2 1 1 0;Е ШМ R q P         

 

2 2

3

2 1 1 10 2 1 2 1
9 кН.

2 2Ш
q P

R
       

    

 
Проверка:  
 

2 23
2 9 10 2 13 2 0.Ш Ey R q R P            

 
Строим эпюру изгибающих моментов: 
 

3
3

0;
Ш
Ш ЕM    23 3

2 2 1 9 2 10 2 1 2 кН м;Е
Ш Е ШМ R q              

 
0;F

EFM    1 2 1 2 кН м.2
E
EFM P          
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Балка АШ1. Так как балка консольно закреплена, то ординаты эпюры из-
гибающих моментов могут быть получены без определения опорных реакций: 

 
1
1

0;
Ш
АШM     /

1 1
4 12 4 48 кН м.А

АШ ШМ R          

 
Значение изгибающего момента в сечении I 
 

/
1 1

1 12 1 12 кН м.ШM R          

 
Балка BD. Определяем опорные реакции: 
 

/ /
12 3

4 2 4 7 0;B Ш D ШM R P R R           

 
/ /

12 3
4 2 7 12 4 18 2 9 7

5,25 кН;
4 4

Ш Ш

D

R P R
R

         
    

 
/ /

12 3
8 4 2 3 0;D Ш B ШМ R R P R           

 
/

12 3
8 2 3 12 8 18 2 9 3

8,25 кН.
4 4

Ш Ш

B

R Р R
R

         
    

 
Проверка:  
 

/ /
12 3

12 8,25 18 5,25 9 0.Ш B D Шy R R P R R              

 
Определяем ординаты эпюры изгибающих моментов: 
 

2

2
0 :

Ш

Ш В
M   /

2 2
4 12 4 48 кН м;В

Ш В ШМ R          

 
/

2
6 2 12 6 8,25 2 55,5 кН м;С

ВС Ш BМ R R              

 
3
3

0:
Ш
Ш DМ   /

3 3
3 9 3 27 кН м;D

Ш D ШМ R          

 
/

3 3
5 2 9 5 5,25 2 55,5 кН м.C

Ш C Ш DМ R R              
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Строим эпюру поперечных сил по участкам: 
 

1

11

1

0 ( 48)
12 кН;

4 4

Ш А
АШАШ

АШ

М М
Q

  
    

 

1 2

6 4
0 12 кН;

2Ш ШQ


       1

21
12 кН;Ш

Ш ШQ    2

1 2
12 кН;Ш

Ш ШQ     

 

2

48 0
12 кН;

4Ш ВQ
 

     
55,5 ( 48)

3,75 кН;
2BCQ

  
     

 
27 ( 55,5)

14,25 кН;
2CDQ

  
    

3

0 ( 27)
9 кН;

3DШQ
 

    

 
10 2 2 0

10 1 кН;
2 23Ш ЕQ
  

        

 
3

3
10 1 9 кН;Ш

Ш ЕQ      
3

10 1 11 кН;Е
Ш ЕQ        

 
0 ( 2)

2 кН.
1EFQ

 
   

 
Так как эпюра Q на участке Ш3Е пересекла нейтральную ось, то на эпюре 

моментов будет экстремум.  
Балка с определенными реакциями, а также эпюры изгибающих моментов М 

и поперечных сил Q представлены на рисунке 2.1, в–д. 
 
Пример 2 (для самостоятельного решения) – Построить эпюры изгибаю-

щих моментов и поперечных сил от действия постоянной нагрузки для статиче-
ски определимой многопролетной балки (рисунок 2.2, а–г). 

 

 
 
Рисунок 2.2 – К расчету статически определимой многопролетной балки  
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Контрольные вопросы 
 
1 Перечислите основные способы образования геометрически неизменяе-

мых систем. 
2 Каковы основные принципы построения поэтажной схемы сооружения и 

порядок его расчета? 
3 Правило знаков для изгибающего момента и поперечной силы. 
4 Как строится эпюра поперечных сил? 
5 Правила контроля правильности построения эпюр изгибающих моментов 

и поперечных сил. 
 
 
3 Определение усилий от подвижной нагрузки 
 
Пример 1 – Построить линии влияния опорной реакции RB, изгибающих 

моментов и поперечных сил для указанных сечений. Определить величину изги-
бающего момента и поперечной силы для сечения I по линиям влияния  
(рисунок 3.1, а). 

 

Решение 
 

Вначале строится линия влияния для балки, которой принадлежит рас-
сматриваемое сечение, а затем построенная линия влияния продлевается на 
вспомогательные балки (для вспомогательных балок линия влияния проводится 
через ноль на нейтральной оси под шарнирными опорами или шарниром). 

Сечение I (рисунок 3.1, а) принадлежит консоли основной балки АШ1. 
Балка Ш1Ш2 является вспомогательной по отношению к балке АШ1, поэтому 
линию влияния продолжаем через ноль в шарнире Ш2 (рисунок 3.1, б, в). Опре-
деляем значения усилий в сечении I от заданной нагрузки по линиям влияния: 

 

I
1 1

4 4 10 4 4 80 кН м;
2 2

M q                   
   

 

 

I
1 1

1 4 10 1 4 20 кН.
2 2

Q q        
 

 
Аналогично строим линии для остальных сечений и опорной реакции RB 

(рисунок 3.1, г–з). 
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Рисунок 3.1 – К расчету статически определимой многопролетной балки на действие  

подвижной нагрузки 
 
Пример 2 – Определить величину изгибающего момента и поперечной силы 

для сечения I (рисунок 3.2, а). 
 

Решение 
 

Вначале изображаем поэтажную схему (рисунок 3.2, б), а затем строим ли-
нию влияния изгибающих моментов и поперечной силы для сечения I (рису-
нок 3.2, в, г). Находим значения усилий в сечении I от заданной нагрузки по ли-
ниям влияния: 

 

I 1
1 1

4 4 6 1 4 12 кН м;
2 2

M q                   
   

 

I 1
1 1

1 4 6 1 4 12 кН.
2 2

Q q           
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Рисунок 3.2 – К расчету статически определимой многопролетной балки на действие 

подвижной нагрузки 
 

 
Пример 3 (для самостоятельного решения) – Построить линии влияния 

опорных реакций, изгибающих моментов и поперечных сил для указанных сече-
ний. Определить величины опорных реакций, изгибающих моментов и попереч-
ных сил для указанных сечений по линиям влияния (см. рисунок 2.2, а–г). 

 
Контрольные вопросы 
 
1 Что такое линия влияния?  
2 В чем отличие линии влияния от эпюры? 
3 В чем преимущество линий влияния? 
4 В чем отличие линий влияния при узловой передаче нагрузки? 
5 Как определяется усилие от действия постоянной нагрузки при помощи 

линий влияния? 
 

  

а) 

 

 

 

б) 

 

в) 

 

г) 

МI 

QI 
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4 Расчет трехшарнирных арок и рам 
 
Пример 1 – Построить эпюры изгибающих моментов, поперечных и про-

дольных сил от действия постоянной нагрузки для заданной трехшарнирной ра-
мы (рисунок 4.1, а). 

 

Решение 
 

Данная рама является трехшарнирной системой с двумя опорными шарни-
рами А и В и ключевым шарниром Ш. Опорные шарниры расположены на раз-
ных уровнях, следовательно, опорные реакции можно найти из совместного 
рассмотрения системы уравнений статики: 

 

3 3 2 3 4 3 15 3 6 10 2 3 4 3А B B B BМ Р М q R H R H                      

111 4 3 0 ;B BR H       

2 1 4 3 6 10 2 1 4 3B A A A AМ М q R H R H                  

14 4 3 0 ;A AR H        

. 2 2 5 6 15 2 2 5лев
Ш A A A AM М P R H R H                

24 2 5 0 ;A AR H        

. 2 1 2 2 10 2 1 2 2 20 2 2 0 ;прав
Ш B B B B B BM q R H R H R H                     

4 3 14;

2 5 24
A A

A A

R H

R H

    
    

 → 
0,14 кН;

4,86 кН;
A

A

R

H




 

4 3 111;

2 2 20
B B

B B

R H

V H

   
     

 → 
20,14 кН;

10,14 кН.
B

B

R

H




 

Проверка (см. рисунок 4.1, б): 
 

0 :X   4,86 15 10,14 0;A BH P H         
 

0 :Y   2 0,14 10 2 20,14 0.A BR q R           
 

Строим эпюру изгибающих моментов (рисунок 4.1, в): 
 

0;A
ACM   3 4,86 3 14,58 кН м;C

AC AM H       
 

5 2 4,86 5 15 2 5,7 кН м;D
DC AM H P            

 
5 2 4,86 5 15 2 6 0,3 кН м;D

DШ AM H P M             
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5 2 2 4,86 5 0,14 2 15 2 6 0;Ш

DШ A AM H R P M                
 

0;B
BEM   2 10,14 2 20,28 кН м;E

BE BM H          
 

2 10,14 2 20,28 кН м;Е
ЕШ BM H          

 
2 2 2 1 10,14 2 20,14 2 10 2 1 0.Ш

ЕШ B BМ H R q                  

 

 
 

Рисунок 4.1 – К расчету трехшарнирной рамы 
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Согласно заданной схеме узел D уравновешивается внешним моментом М, 
равным 6 кН·м. 

Строим эпюру поперечных сил Q, используя формулу Журавского  
(рисунок 4.1, г): 

 
14,58 0

4,86 кН;
3ACQ


     
5,7 14,58

10,14 кН;
2CDQ

 
    

 
0 0,3

0,14 кН;
2DШQ


      
20,28 0

10,14 кН;
2BEQ


   

 
10 2 20,28 0

10 10,14 кН;
2 2ШЕQ
  

       

 
10 10,14 0,14 кН;Ш

ШЕQ       10 10,14 20,14 кН.Е
ШЕQ       

 
Способом вырезания узлов (рисунок 4.1, д) из эпюры поперечных сил 

строим эпюру продольных сил (рисунок 4.1, е): 
– узел D: 
 

0 :X   10,14 0;DEN   10,14 кН;DEN    
 

0 :Y   0,14 0;DAN   0,14 кН;DAN   
 
– узел E: 
 

0 :X   10,14 0;EDN    10,14 кН;EDN    
 

0 :Y   20,14= 0;EBN   20,14 кН.EBN    
 
 
Пример 2 – Построить эпюры изгибающих моментов, поперечных и про-

дольных сил от действия постоянной нагрузки для заданной составной рамы  
(рисунок 4.2, а). 

 

Решение 
 

Составим схему взаимодействия основной ADEFB и вспомогательной KLC 
рам, разрезая составную раму по шарниру К (рисунок 4.2, б).  

Расчет начинаем со вспомогательной рамы. Определяем ее опорные реакции: 
 

3 0;KX H q     2 3 6 кН;KH     
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3
3 3 0;

2K CM q R       
2 3 1,5

3 кН;
3CR

 
   

 
3

3 3 3 0;
2C K KM q R H          

2 3 1,5 6 3
3 кН.

3KR
    

   

 

 
 
Рисунок 4.2 – К расчету составной рамы  
 
Определяем реакции опор в основной раме. Для этого переносим реакции 

в шарнире К со вспомогательной рамы на основную, изменив их направление 
(см. рисунок 4.2, б). 

 
2,5 (2,5 2,5) 3 (2,5 2,5) 0;A B K KM P R H R            
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12 2,5 6 3 3 5
0,6 кН;

5BR
     

   

 
2,5 (2,5 2,5) 3 0;B A KM P R H          

 
12 2,5 6 3

9,6 кН;
5AR

  
   

 
0;A KX H H    6 кН.AH   

 
Строим эпюры изгибающих моментов по участкам для вспомогательной и 

основной рам (рисунок 4.2, в): 
 

0 кН м;KM    3 3 3 9 кН м;KL KM R          
 

0 кН м;CM    
3

3 2 3 1,5 9 кН м;
2CLM q            

 
0 кН м;AM    (3 3) 6 6 36 кН м;AD AM H           

 
' (3 3) 6 6 36 кН м;AD AM H           

 
(3 3 1) 2,5 6 7 9,6 2,5 18 кН м;AE A AM H R                

 
0 кН м;BM    0 кН м;BKM    

 
3 6 3 18 кН м;BF KM H          

 
' 3 6 3 18 кН м;BF KM H          

 
2,5 (3 1) 2,5 0,6 2,5 6 4 3 2,5 18 кН м.BE B K KM R H R                   

 
Строим эпюру поперечных сил Q, используя формулу Журавского  

(рисунок 4.2, г): 
 

0 ( 9) 2 3
3 3 кН;

3 2LCQ
  

     6 кН;L
LCQ   0 кН;C

LCQ   

 
9 0

3 кН;
3KLQ

 
    

36 0
6 кН;

6ADQ
 

    

18 ( 36) 1
cos 7,2 cos(arctg( )) 6,69 кН;

2,5 2,5DEQ
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18 ( 18)

0 кН;
2,5FEQ

  
   

0 ( 18)
6 кН.

3FKQ
 

   

 
Способом вырезания узлов из эпюры поперечных сил строим эпюру про-

дольных сил (рисунок 4.2, д, е): 
– узел D: 
 

sin cos 0;AD DE DEX Q Q N         
 

6 6,69 sin
9,14 кН;

cosDEN
   

  


 

 
cos sin 0;DE DA DEY Q N N          

 
6,69 cos 9,14 sin 9,6 кН;DAN           

 
– узел L: 
 

0;L
LC LKX Q N     6 кН;LKN    

 
0;KL LCY Q N     3 кН;LCN    

 
– узел F: 
 

cos 0;FK FEX Q N       
6

6,46 кН;
cosFEN    


 

 
sin 0;FE FKY N N      6,46 sin 2,4 кН;FKN        

 
– узел K: 

 
0;FK KLX Q N    6 кН;KLN    

 
0;KL KF KBY Q N N     3 2,4 0,6 кН.KBN     

 
Пример 3 – Для заданной арки, очерченной по параболе (рисунок 4.3, а), 

необходимо построить эпюры распределения внутренних силовых факторов от 
заданной нагрузки и линии влияния М, Q, N для сечения К. 
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Решение 
 

Определим реакции в опорах арки от заданной нагрузки: 
 

3
5 3 (12 ) 20 0;

2А BМ Р q R          

 
20 5 10 3 13,5

25,25кН;
20BR

   
   

 
3

15 3 (5 ) 20 0;
2B AМ P q R           

 
20 15 10 3 6,5

24,75 кН;
20AR

   
   

 
. 5 10 0;лев

C A AM P H f R         
 

20 5 24,75 10
32,06 кН;

4,6AH
   

   

 
. 3

3 ( 2) 10 0;
2

прав
C B BM q H f R          

 
10 3 3,5 25,25 10

32,06 кН.
4,6BH

    
   

 
Проверка: 0 :X   0;A BH H   
 

0 :Y  3 0.A BR P q R      
 

Заменяем арку эквивалентной балкой (рисунок 4.3, б) и строим для нее 
эпюры М0 и Q0 как для обычной статически определимой балки  
(рисунок 4.3, в). 

Внутренние силовые факторы M, Q, N в характерных сечениях  
трехшарнирной арки удобнее вычислять в табличной форме (таблица 4.1,  
рисунок 4.3, г). 

Построение линий влияния М, Q, N для заданной арки для сечения К 
(рисунок 4.4, а) произведем методом нулевых точек. Для удобства вычисления 
координат на рисунке 4.4, б представлена заменяющая система. 

Построение линии влияния МК. Определяем расстояние от левой опоры А 
до нулевой точки: 
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2

20 4,6 6
8,33м.

10 3,86 4,6 6
k

M
k k

L f x
U

L y f x

   
  

     
 

 
Поскольку сечение К расположено левее точки С, то откладываем вверх XК  

над левой опорой А и проводим прямую линию от полученной точки к нулевой 
точке UМ, на которую сносим характерные точки К и С. Остальные характерные 
точки определяем из подобия треугольников (рисунок 4.4, в). 

Построение линии влияния QК. Определяем расстояние от левой опоры А 
до нулевой точки: 

 

2

20 4,6
11,11м.

tg 10 0,37 4,6Q
k

L f
U

L f

 
  

    
 

 
Поскольку сечение К расположено левее точки С, то откладываем  

вверх cosφК над левой опорой А и проводим прямую линию от полученной точ-
ки к нулевой точке UQ, на которую сносим характерные точки К и С. Проводим 
из левой опоры А линию, параллельную полученной, на которую сносим  
точку К. Остальные характерные точки определяем из подобия треугольников 
(см. рисунок 4.4, в). 

Построение линии влияния NК. Определяем расстояние от левой опоры А 
до нулевой точки: 

 

2

20 4,6
4,08 м.

1 1
10 4,6

tg 0,37

N

k

L f
U

L f

 
  

   


 

 
Так как сечение К находится левее точки С, то откладываем вниз sinφК под 

левой опорой А и проводим линию через полученную точку и нулевую точку UQ, 
на которую сносим характерные точки К и С. Проводим из левой опоры А ли-
нию, параллельную полученной, на которую сносим точку К. Остальные харак-
терные точки определяем из подобия треугольников (см. рисунок 4.4, в).
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Рисунок 4.3 – К расчету трехшарнирной арки 
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Рисунок 4.4 – К расчету трехшарнирной арки 
 
Пример 4 (для самостоятельного решения) – Построить эпюры распреде-

ления внутренних силовых факторов от действия заданной нагрузки  
(рисунок 4.5). 
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Рисунок 4.5 – К расчету трехшарнирных и составных систем 
 
Контрольные вопросы 
 
1 Что такое трехшарнирная система? 
2 Каковы особенности трехшарнирных систем? 
3 Что такое распорная система? 
4 В чем преимущества трехшарнирных систем? 
5 Дайте определения понятиям «высокая затяжка», «низкая затяжка». 
6 Для чего нужна затяжка? 
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5 Расчет плоских ферм 
 
Пример 1 – Для шпренгельной фермы (рисунок 5.1) необходимо во всех 

стержнях второй панели справа аналитически определить усилия от действия за-
данной нагрузки; построить для этих стержней линии влияния и определить по 
ним усилия в стержнях. 

 

 
 
Рисунок 5.1 – К расчету плоской фермы 
 
Решение 
 

Определяем реакции в опорах фермы: 
 

(1,5 3 4,5 6) (1,5 3 4,5 6 7,5 9 10,5 12) 6 0 ;А BМ F F R                  
 

65 кН.B AR R   
 
Прежде чем определять усилия в стержнях заданной панели, необходимо 

установить, к какому типу относится каждый из исследуемых стержней. Для 
этого рассмотрим отдельно основную ферму и шпренгель. 

Основная ферма представлена на рисунке 5.2. Определим усилия во всех 
стержнях ее второй панели, считая справа. 

Рассмотрим равновесие правой отсеченной части основной фермы относи-
тельно сечения I–I (рисунок 5.3, а) и определим усилия в стержнях первого типа. 

Определим методом моментной точки усилия в стержнях 3–5, 3–В, В–4: 
 

3 5 3 520 3 15 6 4,258 0 ; 35,228 кН;BM N N           
 

3 320 7,5 15 4,5 7,8 0 ; 27,88 кН;O B BM N N            
 

3 4 415 3 3,33 0 ; 13,51кН.B BM N N         
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Рисунок 5.2 – Основная ферма 
 

 
 
Рисунок 5.3 – К определению усилий в стержнях плоской фермы от действия заданной 

нагрузки 
 
Усилия в стержнях 3–В и В–4 могут быть определены и методом проекций 

при значениях углов α = 24º; γ = 48º: 
 

3 320 15 35,228 sinα sinγ 0; 27,88 кН;B BY N N           
 

3 5 3 4 4cosα cosγ 0; 13,51 кН.B B BX N N N N            

 
Найдем усилия в стержнях 4–3, 5–В методом вырезания узлов  

(рисунок 5.3, б, в): 
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4 3 5 50кН ; 20 cos24 cos24 0 ; 20 кН .B BY N Y N N               
 
Рассмотрим шпренгель (рисунок 5.4) и определим усилия в стержнях вто-

рого типа К–Е, К–5, 3–Е: 
 

5 5 3 1,5 0; 10кН;K E K EM N N        
  

5 55 1,5 1,04 0; 7,21кН;E K KM N N        
 

3 35 1,5 2,13 0; 3,52кН.K E EM N N        
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 5.4 – К определению усилий в стержнях плоской фермы от действия заданной 
нагрузки 

 
Усилие в стержне 5–Е определяется методом проекций (α = 24º; γ = 63º): 
 

5 5 55 sinα sinγ 0; 3,52 кН.E K EY N N N          
 
Усилие в стержне 3–К определяется методом вырезания узла (узел 3): 
 

3 3 35 cos66 cos42 0; 4,80 кН.E K KY N N N            

 
Определяем усилия в стержнях третьей категории 5–3 и 3–В: 
 

5 3 3 5 5 35,228 3,520 31,708 кН;EN N N        
 

3 3 3 27,88 4,80 23,08 кН.B B KN N N        
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Построение линий влияния 
 
Условимся, что сила F = 1 перемещается по верхнему поясу. 
Поскольку опорные реакции в балочной ферме такие же, как в простой 

балке, то и линии влияния для них будут одинаковыми. 
Построим линию влияния для стержня 5–3. Так как этот стержень отно-

сится к первому типу, то будем рассматривать основную ферму. Рассмотрим 
случай расположения силы F = 1 левее узла 5 и составим уравнение равновесия 
для правой отсеченной части фермы: 

 
5 3 4,258 0 ;BM N      5 3 0.N    

 
Отложим полученное значение левее узла 5 фермы, т. е. линия влияния 

усилия N5-3 левее узла 5 совпадает с осью. 
Рассмотрим случай расположения силы F = 1 правее узла 3 и составим 

уравнение равновесия для левой отсеченной части фермы: 
 

5 3 4,258 6 0;B AM N R      5 3 1,41 .AN R     
 
Таким образом, линия влияния правее узла 3 аналогична линии влияния 

опорной реакции RA, ординаты которой умножены на –1,41. Сносим узлы 3 и 5 
на построенные линии и соединяем полученные точки передаточной прямой 
(рисунок 5.5, г). 

Построим линию влияния для стержня 4–3. Для этого вырежем узел 4 
(рисунок 5.5, з). При расположении силы F = 1 правее и левее узла 4 уси-
лие   N4-3 = 0 (поскольку сила F = 1 перемещается по верхнему поясу, ее распо-
ложение в самом узле 4 не рассматривается). Следовательно, линия влияния 
для этого стержня равна нулю. 

Построим линию влияния для стержня Е–К. Для этого вырежем узел Е 
(рисунок 5.5, и). При расположении силы  F = 1 правее  и  левее узла Е усилие 
NЕ-К = 0. Определяем усилие NЕ-К при расположении силы F = 1 в узле Е: 

 
1 cos25 cos25 0;E KY N         1.E KN     

 
Построим линию влияния для стержня К–5. Так как этот стержень отно-

сится ко второму типу, будем рассматривать шпренгель (рисунок 5.5, к). При 
положении силы F = 1 в узлах 5 и 3 усилие NK-5 = 0. Определяем усилие NК-5 
при расположении силы F = 1 в узле Е: 

 
5 51,04 1,5 0;E KM N R      5 0,72 .KN     

 
Аналогично строятся линии влияния для остальных стержней  

(рисунок 5.5, д–о). 
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Определим усилие в стержне 3–В по линии влияния: 
 

3 0,58 15 0,96 20 27,9 кН.BN          
 
Аналогичный расчет выполняется для остальных стержней. 
 

 
 
Рисунок 5.5 – К построению линий влияния для стержней плоской фермы 
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Пример 2 (для самостоятельного решения) – Определить усилия в выде-
ленных стержнях, а также построить для них линии влияния (рисунок 5.6). 

 

 
 
Рисунок 5.6 – К расчету плоской фермы 
 
Контрольные вопросы 
 
1 Что такое ферма? Классификация ферм. 
2 В чем принципиальное отличие при расчете ферм с жесткими и шарнир-

ными узлами? 
3 Какого рода деформации испытывают стержни фермы при узловом при-

ложении внешних нагрузок? 
4 Перечислите основные аналитические методы определения усилий в 

стержнях фермы и особенности их применения. 
5 Как строятся линии влияния в зависимости от расположения ездового 

пояса фермы? 
6 Дайте  определение  шпренгельной  ферме и поясните назначение 

шпренгелей. 
7 В чем состоит особенность расчета шпренгельных ферм? 
8 Дайте определение термину «передаточная прямая». 
9 Особенности построения линий влияния в стержнях шпренгельных ферм. 
10 Как определяются усилия по линиям влияния от действия неподвижных 

нагрузок? 
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6 Основные теоремы строительной механики и определение 
перемещений 

 
Пример 1 – Для заданной балки определить прогиб и угол поворота в про-

межуточном шарнире В (рисунок 6.1, а). 
 

Решение 
 

Разобьем балку на две части для определения реакций на опорах  
(рисунок 6.1, б). Грузовая эпюра изгибающих моментов МF показана  
на рисунке 6.1, в. 

 

 
 
Рисунок 6.1 – К определению прогиба и угла поворота шарнира 
 
Для определения прогиба в шарнире В составим вспомогательную систему 

(рисунок 6.1, г), для которой построим единичную эпюру 1M .  
Определим прогиб по способу Верещагина, перемножив грузовую  
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и единичную эпюры: 
 

31 1 2 36
54 2 2 кН м .

2 2 3
P c

B

y
у

EI EI EI

        
 

  

 
Направление прогиба совпадает с направлением единичной силы. 
Для определения угла поворота в шарнире В составим вспомогательную 

систему (рисунок 6.1, д), для которой построим единичную эпюру 2M . Для пе-

ремножения эпюр МF и 2M  балку разобьем на три участка. Воспользуемся 
формулой трапеции, представив треугольник как трапецию с нулевой стороной: 

 
3

2

1 1 3 16 3 0,25 1
(2 9 0,25 12 0,25) (2 9 0,25 9 1)

6 6 12 2

1 2 6,5
(2 54 1,5 1 54) кН м .

2 6

B EI

EI EI

  
              

 

         
 

 

 
Знак «минус» (–) означает, что направление угла поворота на промежуточ-

ном шарнире В не совпало с направлением единичного момента. 
 
Пример 2 – Для изображенной на  рисунке 6.2, а рамы определить полное 

перемещение и угол поворота точки С, а также горизонтальное смещение опо-
ры В (хВ) способом Верещагина, если жесткость вертикальных элементов рамы 
равна 2EI, а горизонтальных – EI. 

 

Решение 
 

После определения реакций на опорах построим грузовую эпюру изгиба-
ющих моментов МF (рисунок 6.2, б).  

Полное перемещение точки С определяется условием 
 

   2 2
.полн верт гор

с с сy y y   

 
Для определения вертикального перемещения точки С приложим к ней 

вертикальное усилие, равное единице, найдем опорные реакции и построим 
единичную эпюру изгибающих моментов 1М  (рисунок 6.2, в). Перемножая ее с 
грузовой эпюрой изгибающих моментов МF  по правилу Верещагина, находим 
величину вертикального перемещения точки С: 
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3

1

3
3

1 4 20 4 1
2 30 0 2 10 1 30 1 10 0 1

6 12 2

1 1 2 20 1 1 57,5
10 1 1 1 кН м .

2 3 12 2

верт F
с

M M
y

EI EI

EI EI

  
                

 
  

          
 

 

 
Знак «минус» (–) говорит о том, что точка С перемещается в сторону, про-

тивоположную направлению единичного вертикального усилия, т. е. вверх. 
Для определения горизонтального перемещения точки С приложим к ней 

горизонтальное единичное усилие, найдем опорные реакции и построим еди-
ничную эпюру изгибающих моментов 2М  (рисунок 6.2, г). Также перемножая 
ее с грузовой эпюрой изгибающих моментов МF  по правилу Верещагина, нахо-
дим величину горизонтального перемещения точки С: 

 

 
3

2 1 4 20 4 1
2 30 3 2 10 0 30 0 30 3 3

6 12 2
гор F
с

M M
y

EI EI

  
                

   

31 1 2 305
30 3 3 кН м .

2 2 3EI EI
        
 

 

 
Знак «плюс» (+) в ответе свидетельствует о том, что точка С перемещается 

в сторону, совпадающую с направлением единичного горизонтального усилия, 
т. е. смещаться она будет вправо. 

Таким образом, полное перемещение точки С 
 

   
2 2

2 2 357,5 305 310,37
кН м .полн верт гор

с с сy y y
EI EI EI

           
   

 

 
Для определения угла поворота точки С приложим к ней единичный изги-

бающий момент, рассчитаем опорные реакции и построим единичную эпюру 
изгибающих моментов 3M  (рисунок 6.2, д). Перемножим эпюры МF и 3M : 

 
3 3

21 4 20 4 1 1 20 1 56,67
(2 10 1 30 1) 1 10 1 1 1 кН м .

6 12 2 2 12С EI EI

   
                 

 
 

 
Направление угла поворота ӨС происходит в сторону, противоположную 

направлению единичного момента. 
Для определения горизонтального смещения опоры В приложим к ней гори-

зонтальную единичную силу и построим единичную эпюру изгибающих момен-
тов 4M  (рисунок 6.2, е). Перемножим эпюры МF  и 4M по способу Верещагина:  
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3
3

1 1 2
30 3 3

2 2 3

1 4 20 4 485
(2 30 3 2 10 3 30 3 10 3) 3 кН м .

6 12

гор
Bу EI

EI EI

       
 

 
               

 

 

 
Знак «плюс» (+) указывает на то, что опора ВхВ смещается вправо. 
 

 
Рисунок 6.2 – К определению прогиба и угла поворота в раме  
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Пример 3 (для самостоятельного решения) – Для балки, показанной на 
рисунке 6.3, а, определить вертикальное перемещение и угол поворота для точ-
ки С. Для рамы, показанной на рисунке 6.3, б, определить вертикальное, гори-
зонтальное перемещение и угол поворота для точки С. 

 

 
 
Рисунок 6.3 – К определению прогиба и угла поворота сечений 
 
Контрольные вопросы 
 
1 Как определяется действительная работа внешних и внутренних сил? 
2 Как определяется потенциальная энергия деформаций системы? 
3 Работа внутренних и внешних сил на обобщенных перемещениях. Тео-

рема взаимности работ. Теорема взаимности перемещений. 
4 Определение  перемещений  упругих систем. Интеграл Мора. Форму- 

ла Симпсона. Способ Верещагина.  
5 Какие существуют особенности при определении перемещений в балках, 

рамах, арках и фермах? 
6 Как находятся температурные перемещения? 
 
 

  

а)      б) 
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