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УДК 517+530.1 

С. В. Жестков, д-р физ.-мат. наук, проф., А. А. Романенко, канд. физ.-мат. наук, доц. 

ПОСТРОЕНИЕ И АНАЛИЗ ДВУМЕРНЫХ И ТРЕХМЕРНЫХ 
СИММЕТРИЧНЫХ СОЛИТОНОВ УРАВНЕНИЙ КЛЕЙНА-ГОРДОНА 
СО СТЕПЕННОЙ И НАСЫЩАЮЩЕЙСЯ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ 
 

 На основе численно-аналитического метода, разработанного авторами, исследуются двумерные и 
трехмерные уравнения Клейна-Гордона с нелинейностью третьей и пятой степени, а также с насыщаю-
щейся нелинейностью. Суть метода состоит в построении аналитической асимптотики солитона на бес-
конечности и численном продолжении ее до начала координат. Дано математическое обоснование чис-
ленной процедуры продолжения асимптотического решения до начала координат. Полученные результа-
ты представляют интерес для нелинейной оптики и лазерной физики, физики твердого тела и физики 
частиц с высокой энергией.  

 

Введение 

 Известно [1, 2], что прогресс в при-
кладных науках прямо связан с глубиной 
проработки базовых физических принци-
пов, лежащих в их основе.  
 Появление доступных материалов, 
обладающих нелинейными оптическими 
свойствами, стимулировало развитие не-
линейной теории распространения света, в 
которой центральное место занимают со-
литоны. В частности, для практического 
применения актуальными являются во-
просы распространения солитонов в опти-
ческих волокнах, поскольку солитоны 
способны распространяться на значитель-
ные расстояния без искажения формы. 
Поэтому их можно рассматривать как ес-
тественный «бит» информации. Кроме то-
го, солитон сам по себе является объектом 
глубокого интереса со стороны фундамен-
тальной науки. Удивительно, что для мно-
гих неинтегрируемых систем как гамиль-
тоновых, так и не гамильтоновых были 
найдены точные решения. Таким образом, 
построение и анализ солитонных решений 
является актуальной проблемой теории 
солитонов, решение которой способствует 
прогрессу в прикладных науках. 

 Известно [3], что применение клас-
сических методов построения солитонов, 
таких как метод обратной задачи рассея-
ния (МОЗР), метод Хироты и их модифи-
каций, к трехмерным уравнениям нели-
нейной физики сталкивается с большими 
трудностями. Поэтому в настоящее время 
для их исследования используются чис-
ленные методы. В частности, первый 
трехмерный солитон был построен в [4] 
для обобщенного уравнения Картевега 
де-Фриза (КДФ). Нелинейные уравнения 
Клейна-Гордона исследовались многими 
авторами [5–12]. В отличие от извест-
ных работ, мы развиваем численно-
аналитический метод построения сим-
метричных солитонов [13, 14], приме-
нимый к широкому классу уравнений 
нелинейной физики. Метод позволяет 
провести сравнение значений амплиту-
ды и ширины солитона для одномерной, 
двумерной и трехмерной моделей. Для 
иллюстрации рассматриваются нели-
нейные уравнения Клейна-Гордона с 
нелинейностью третьей и пятой степе-
ни, а также с насыщающейся нелиней-
ностью. 
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Эл
ек
тр
он
на
я б
иб
ли
от
ек
а  

Бе
ло
ру
сс
ко

-Р
ос
си
йс
ко
го 
ун
ив
ер
си
те
та

Вестник  Белорусско-Российского университета. 2008 № 2(19) 
__________________________________________________________________________________________ 

 
Физика 

89

Построение и анализ двумерных  
стационарных солитонов уравнения  
Клейна-Гордона с нелинейностью 

третьей и пятой степени 

 Рассмотрим вопрос о существова-
нии стационарных солитонов (2 + 1)-мер-
ного уравнения Клейна-Гордона следую-
щего вида [9]: 
 

( )2
tt xx yyu u uγ− + =  

2 4 ,au b u u c u u= − + +         (1) 

где а, b, c, γ – действительные числа, ха-
рактеризующие среду распространения 
волнового импульса (возможные норми-
ровки этих параметров указаны в [2]),            
а > 0; t – время, отсчитываемое от «цен-
тра» импульса.  

Стационарные солитоны уравнения 
(1) будем строить в виде 
 

ikteyxvyxtu ),(),,( = ,              (2) 

где −k  действительное число; −),( yxv  
неизвестная функция.  

Подставляя (2) в (1), найдем 

53 vqvpvvv yyxx µ−−=+ ,           (3) 

где  
2

2 2 20; ;a k b cp q µ
γ γ γ
−

≡ > ≡ ≡ . 

Переходя в полярную систему коор-
динат и полагая, что огибающая солитона 
не зависит от полярного угла, из (3) по-
лучим 

 

53
2

2 1 vqvpv
dr
dv

rdr
vd µ−−=+ ; 

22 yxr += .                                (4) 

К уравнению (4) добавим краевые 
условия: 

 0)()( =+∞′=+∞ vv .              (5) 

Задача (4), (5) определяет сущест-
вование стационарного симметричного 
солитона. Вопрос о ее решении в стро-
гой постановке является открытым. 
 Для решения задачи предположим, 
что величина )(1 rvr ′−  мала по сравне-
нию с )(rv ′′  при +∞→r . Это предпо-
ложение оправдывается тем фактом, что 
солитон на бесконечности должен экс-
поненциально затухать. Тогда мы при-
дем к уравнению 
 

3 5µ′′ = − −v ( r ) pv qv v             (6) 

с условиями  

0′+∞ = +∞ =v( ) v ( ) , 

которое определяет асимптотику соли-
тона на бесконечности. Для его решения 
обозначим zrv =′ )( . Тогда первый инте-
грал примет вид, учитывая краевые ус-
ловия на бесконечности, 
 

6422
3
1

2
vvqpvz µ−−= .           (7) 

Следовательно, из (7) получим  

642
3
1

2
vvqpv

dr
dv µ−−−= .       (8) 

Знак «минус» указывает на убыва-
ние функции )(rv . Из уравнения (8) 
найдем 
 

0
42

3
1

2

rr
vvqpv

dv
+−=

−−
∫

µ
, 

где 0r  – произвольная постоянная.  
Для вычисления интеграла следует 

сделать замену sv =2 , а затем новую 
замену 
 

psssqp +−=−− ξµ 2
3
1

2
. 

В результате получим следующее 
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решение: 
 

1
2

2
4 ;

4
2 3

µ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎛ ⎞+ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

pev( r )
qe p

 

{ }2 (9)e exp pr .≡ −
 

Из (9) следует, что параметр q  мо-
жет быть любого знака и обращаться в 
нуль. Параметр µ  может быть положи-
тельным и обращаться в нуль. Кроме того, 
он может быть и отрицательным при ус-
ловии, что  

 
21 40; .

4 3
µ≠ >q q p  

Обобщая форму решения (9), можно по-
лучить следующий новый результат. 
 Теорема 1. Для того, чтобы задача 
(6) имела решение вида 
 

[ ] 21
210)(

−−++= rr ededdrv ααλ ,  (10) 

где −>>>> αλ ,0,0,0,0 210 ddd  
произвольные параметры, необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялись диспер-
сионные соотношения: 
 

( )
2 2

0
2 2 2

1 2 0 0

4 ; 4 ;

3 4 16

p q pd

q d d d p d .

α λ

µ

= =

− =
 

Решение (9) содержится в (10) при 
дополнительных условиях: 

 

0 12 ;p d qd .α = − =  

Интересно отметить, что максималь-
ное значение 

 

[ ]210max 2 dddv += λ  

функция (10) принимает в точке 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1

2
max ln

2
1

d
dr

α
. По существу значе-

ние maxv  является амплитудой одно-
мерного, стационарного солитона урав-
нения  
 

uucuubauuu xxtt
422 ++−=−γ , 

которое интегрируется в явном виде. 
 Рассмотрим численную процедуру 
продолжения асимптотики (10) до точки 

0=r . Пусть ∗r  точка из [ )+∞,0  такая, 
что при ∗≥ rr  можно использовать 
асимптотическое представление (10). 
Тогда решение уравнения (4) можно 
продолжить гладким образом до точки 

0=r , начиная с решения следующей 
задачи Коши: 
 

2
3 5

2
1 ;d v dv pv qv v
r drdr

µ+ = − −  

0 1; ,v( r ) v v ( r ) v∗ ∗′= =             (11) 

где −10, vv  значения асимптотической 
функции (10) и ее производной в точ-
ке ∗r .  

Задача Коши (11) эквивалентна 
интегральному уравнению 

 

( )

( ) ( ) ( )( )

0 1

3 5

( ) ln

ln
r

r

rr r
r

r s p s q s s ds

ν ν ν

ν ν µν
∗

∗
∗

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

+ − − −∫

 

( ) ( ) ( )( )3 5ln 
r

r
s s p s q s s ds.ν ν µν

∗

− − −∫  (12) 

Применяя к уравнению (12) прин-
цип сжимающих отображений [3], по-
лучим локальную теорему об однознач-
ной разрешимости задачи Коши (11). 
 Теорема 2. Пусть выполнены ус-
ловия: 
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{ }

{ }

2 4 2 2

3 5 2 2
0 1

13 5 ln ln 1;
2

1 ln ln ln
2

r

r

r

r

p q R R r r r s s ds

rpR q R R r r r s s ds v v r R.
r

µ

µ

∗

∗

∗

∗ ∗
∗

⎧ ⎫⎪ ⎪+ + − + <⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫⎪ ⎪+ + − + + + ≤⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫

∫

 

 

Тогда в области Rvrr ≤≤≤− ∗ 0,δ , 
где −δ достаточно малое число, а −R  
конечное число, уравнение (12) имеет 
единственное решение, которое можно 
построить методом последовательных 
приближений или численно. 
 На основании теоремы 2 можно ут-
верждать, что численное решение задачи 
Коши (11) строится на конечном отрезке 
[ ]∗r,0 за конечное число шагов. При этом 
эквивалентное интегральное уравнение в 
окрестности точки 0=r , учитывая, что 

0)0( =′v , примет вид 
 

( )3 5

0
( ) (0) ln ( ) ( ) ( )

r
v r v r s pv s qv s v s dsµ= + − − −∫

( )3 5

0
ln ( ) ( ) ( ) ,

r
s s pv s qv s v s dsµ− − −∫    (13) 

где −)0(v  неизвестная амплитуда солитона.  
Значение )0(v  подбирается таким 

образом, чтобы график осесимметричного 
солитона на отрезке [ ]∗r,0  гладким обра-
зом переходил в график асимптотической 
функции (10).  
 Обозначим Av =)0( . Тогда в окрест-
ности точки 0=r  из (13) получим 
 

( )

( )

( )

2
3 5

2
2 3 5

2 3 5

2
1

2 4

1
4

rv( r ) A ln r pA qA A

r ln r r pA qA A

A r pA qA A .

≈ + − − −

⎛ ⎞
− − − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + − −

µ

µ

µ

 

Это значит, что в окрестности точки 
0=r  график )(rv  представляет собой па-

раболу. Так как ветви параболы должны 
быть опущены вниз, следовательно, 
должно выполняться неравенство 
 

042 <−− AqAp µ , 

которое можно использовать для про-
верки вычислений. 

 
Построение и анализ трехмерных  
стационарных солитонов уравнения  
Клейна-Гордона с нелинейностью 

третьей и пятой степени 

 Рассмотрим вопрос о существова-
нии стационарных солитонов (3+1)-мер-
ного уравнения Клейна-Гордона вида 
 

( )2
tt xx yy zzu u u uγ− + + =  

2 4 ,au b u u c u u= − + +          (14) 

где a, b, c, γ – действительные числа, 
характеризующие среду распростране-
ния волнового импульса, а > 0.  

Стационарные солитоны уравне-
ния (14) будем строить в виде 
 

iktezyxvzyxtu ),,(),,,( = ,           (15) 

где k – действительное число; −),,( zyxv  
неизвестная функция.  

Подставляя (15) в (14), найдем 
 

53 vqvpvvvv zzyyxx µ−−=++ ,    (16) 

где  
2

2 2 20; ;a k b cp q µ
γ γ γ
−

≡ > ≡ ≡ . 

 Переходя в сферическую систему 
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координат θϕ,,r  и полагая, что огибаю-
щая солитона зависит только от радиуса 
вектора r , из (16) получим 
 

53
2

2 2 vqvpv
dr
dv

rdr
vd µ−−=+ .    (17) 

К уравнению (17) добавим краевые 
условия: 

 
0)()( =+∞′=+∞ vv .          (18) 

Задача (17), (18) определяет существо-
вание стационарного симметричного трех-
мерного солитона. Вопрос о ее решении в 
строгой постановке является открытым. 
 Для решения задачи в качестве асим-
птотики солитона на бесконечности возь-
мем функцию (10). Пусть ∗r  точка из 

[ )+∞,0  такая, что при ∗≥ rr  можно ис-
пользовать асимптотику (10). Тогда реше-
ние уравнения (17) можно гладким обра-
зом продолжить до точки 0=r , начиная с 
решения следующей задачи Коши: 
 

2
3 5

2
2 ;d v dv pv qv v
r drdr

µ+ = − −  

0 1; ,v( r ) v v ( r ) v∗ ∗′= =                    (19) 

где −10, vv  значения асимптотической 
функции (10) и ее производной в точке ∗r .  

Задача Коши (19) эквивалентна ин-
тегральному уравнению 
 

( )

2
0 1

3 5

1 1( )

( ) ( ) ( )
r

r

v r v v r
r r

s pv s qv s v s dsµ
∗

∗
∗

⎛ ⎞
= + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

+ − − −∫

 

( )2 3 51 ( ) ( ) ( )
r

r
s pv s qv s v s ds.

r
µ

∗

− − −∫   (20) 

Применяя к уравнению (20) принцип 
сжимающих отображений [3], получим 
локальную теорему об однозначной раз-
решимости задачи Коши (19). 
 Теорема 3. Пусть выполнены усло-
вия: 

2 4

2

2
0 1

3 5

3 5 1;

1 ;

1 1

r r

r r

p q R R I ( r )

I ( r ) sds s ds
r

v v r
r r

pR q R R I ( r ) R .

∗ ∗

∗
∗

⎡ ⎤+ + µ <⎣ ⎦

≡ +

⎛ ⎞
+ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎡ ⎤+ + + µ ≤⎣ ⎦

∫ ∫  

 

Тогда в области r r δ∗− ≤ , 
0 v R≤ ≤ , где −δ  достаточно малое 
число; R – конечное число, уравнение (20) 
имеет единственное решение, которое 
можно построить методом последова-
тельных приближений или численно. 
 Эта теорема позволяет утверждать, 
что решение задачи Коши (19) можно 
численно построить на конечном отрез-
ке [ ]∗r,0 за конечное число шагов. При 
этом эквивалентное интегральное урав-
нение в окрестности точки 0=r , учи-
тывая начальное условие 0)0( =′v , при-
мет вид: 

 

( )3 5

0
( ) (0) ( ) ( ) ( )

r
v r v s pv s qv s v s dsµ= + − − −∫

( )2 3 5

0

1 ( ) ( ) ( ) ,
r
s pv s qv s v s ds

r
µ− − −∫  (21) 

где −)0(v  неизвестная амплитуда со-
литона.  

Значение )0(v  подбирается таким 
образом, чтобы график трехмерного со-
литона на отрезке [ ]∗r,0  гладким обра-
зом переходил в график асимптотиче-
ской функции (10). Обозначим Av =)0( . 
Тогда из (21) в окрестности точки 0=r  
получим 
 

( ).
6
1)( 532 AqApArArv µ−−+≈  

На рис. 1 представлены графики 
огибающих одномерных, двумерных и 
трехмерных солитонов для различных 
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значений коэффициентов правых частей. 
Их анализ позволяет сравнить амплитуду 

и ширину солитона в зависимости от 
размерности пространства. 

 
 

 
 

Рис. 1. Графики огибающих солитонов уравнения Клейна-Гордона при значениях p = 0,1; q = 0,5; 
R = 0,1 и различных размерностей пространства: 1 – одномерный (плоский) солитон (b = c = 1,0); 2 – двумерный 
солитон; 3 – трехмерный солитон 

 
 

Построение и анализ двумерных 
стационарных солитонов 
уравнения Клейна-Гордона с  

насыщающейся нелинейностью 

 Рассмотрим вопрос о существовании 
стационарных солитонов (2+1)-мерного 
уравнения Клейна-Гордона с насыщаю-
щейся нелинейностью: 
 

( ) 2

2
2

1 u

uub
auuuu yyxxtt

ε
γ

+
+−=+− ,   (22) 

где a, ε , b, γ – действительные числа, ха-
рактеризующие среду распространения 
волнового импульса, а > 0, ε  > 0.  

Стационарные солитоны уравнения 
(22) будем строить в виде 
 

ikteyxvyxtu ),(),,( = ,               (23) 

где −k  действительное число; −),( yxv  
неизвестная функция.  

Подставляя (23) в (22), найдем 

2

3

1 v
qvpvvv yyxx
ε+

−=+ ,           (24) 

где  
2

2 20;a k bp q
γ γ
−

= > = . 

Переходя в полярную систему ко-
ординат и полагая, что огибающая со-
литона не зависит от полярного угла, из 
(24) получим 

 

2

3

2

2

1
1

v
qvpv

dr
dv

rdr
vd

ε+
−=+ .      (25) 

К уравнению (25) добавим крае-
вые условия: 

 
0)()( =+∞′=+∞ vv .            (26) 

Задача (25), (26) определяет суще-
ствование стационарного симметричного 
солитона. Вопрос о ее решении в строгой 
постановке является открытым. В каче-
стве асимптотики на бесконечности по-
строим решение следующей задачи: 

 
2 3

2 2 ;
1

d v qvpv
dr vε

= −
+

 

0v( ) v ( ) .′+∞ = +∞ =            (27) 
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Ее первый интеграл определяется выра-
жением 
 

( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−−−= 222 1ln1 vvqpv

dr
dv ε

εε
.   (28) 

При +∞→r  функция 0)( →rv . По-

этому ( ) 22 ~1ln vv εε+ . Следовательно, из 
(28) находим, что асимптотика имеет вид: 
 

rperv −~)(    при +∞→r .        (29) 

Интересно отметить, что максималь-
ное значение maxv  решения задачи (27) 
определяется из уравнения 

 
( ) ( )221 1ln vvpqq εεε +=−− . 

По существу это значение является 
амплитудой стационарного одномерного 
солитона уравнения  

2

2
2

1 u

uub
auuu xxtt

ε
γ

+
+−=− , 

которое в явном виде не интегрируется. 
 Пусть ∗r  точка из [ )+∞,0  такая, что 

при ∗≥ rr  можно использовать асим-
птотику (29). Тогда решение уравнения 
(25) можно продолжить гладким 
образом до точки 0=r , начиная с 
решения следующей задачи Коши: 
 

2 3

2 2
1 ;

1
d v dv qvpv

r drdr vε
+ = −

+
 

0 1; ,v( r ) v v ( r ) v∗ ∗′= =            (30) 

где ν0, ν1 – значения  асимптотической 
функции  (29) и ее производной  в точ-
ке ∗r .  

Задача Коши (30) эквивалентна 
интегральному уравнению 
 

0 1

3

2

( ) ( )

( )( )
1 ( )

r

r

rv r v v r ln
r

qv slnr s pv s ds
v sε∗

∗
∗

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ − −⎜ ⎟
+⎝ ⎠

∫

 

3

2
( )( )

1 ( )

r

r

qv ssln s pv s ds.
v sε∗

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

+⎝ ⎠
∫    (31) 

Для уравнения (31) справедлива 
следующая теорема. 
 Теорема 4. Пусть выполнены ус-
ловия: 

 

( ){ }

{ }

2 2 2 2

3 2 2
0 1

13 1;
2

1
2

r

r

r

r

p R q R r r lnr s ln s ds

rpR q R r r lnr s ln s ds v v r ln R.
r

ε
∗

∗

∗

∗ ∗
∗

⎧ ⎫⎪ ⎪+ + − + <⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫⎪ ⎪+ − + + + ≤⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫

∫

 

 
Тогда в области Rvrr ≤≤≤− ∗ 0,δ , 

где −δ достаточно малое число, а R – ко-
нечное число, уравнение (31) имеет един-
ственное решение, которое можно по-
строить методом последовательных 
приближений или численно. 
 Таким образом, численное решение 
задачи Коши (30) строится на конечном 
отрезке [ ]∗r,0  за конечное число шагов. 
При этом эквивалентное интегральное 

уравнение в окрестности точки 0=r  
принимает вид: 
 

3

2
0

0

1

r

v( r ) v( )

qv ( s )ln r s pv( s ) ds
v ( s )ε

= +

⎛ ⎞
+ − −⎜ ⎟

+⎝ ⎠
∫

 

3

2
0 1

r qv ( s )s ln s pv( s ) ds
v ( s )ε

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

+⎝ ⎠
∫ ,    (32) 
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где −)0(v  неизвестная амплитуда солитона.  
Значение )0(v  подбирается таким 

образом, чтобы график осесимметричного 
солитона на отрезке [ ]∗r,0  гладким обра-
зом переходил в график асимптотической 
функции (29).  
 Обозначим Av =)0( . Тогда в окрест-
ности точки 0=r  из (32) получим 
 

.
14

1)( 2

3
2

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−+≈

А
qApArArv
ε

 

Это значит, что огибающая двумерного 
солитона в окрестности точки 0=r  пред-
ставляет собой параболу.  
 

Построение и анализ трехмерных 
 стационарных солитонов 
уравнения Клейна-Гордона  

с насыщающейся нелинейностью 

 Рассмотрим вопрос о существовании 
стационарных солитонов (3+1)-мерного 
уравнения Клейна-Гордона вида 
 

( )2
tt xx yy zzu u u uγ− + + =  

2

2 ,
1

b u u
au

uε
= − +

+
                      (33) 

где a, ε , b, γ – действительные числа, ха-
рактеризующие среду распространения 
волнового импульса, а > 0, ε  > 0.  

Стационарные солитоны уравнения 
(33) будем строить в виде 

iktezyxvzyxtu ),,(),,,( = ,          (34) 

где −k  действительное число; −),,( zyxv  
неизвестная функция.  

Подставляя (34) в (33), найдем 
 

2

3

1 v
qvpvvvv zzyyxx
ε+

−=++ ,         (35) 

где  
2

2 20;a k bp q
γ γ
−

= > = . 

Переходя в сферическую систему 
координат θϕ ,,r  и полагая, что оги-
бающая солитона зависит только от ра-
диуса вектора r , из (35) получим 
 

2

3

2

2

1
2

v
qvpv

dr
dv

rdr
vd

ε+
−=+ .        (36) 

К уравнению (36) добавим крае-
вые условия: 

 
0)()( =+∞′=+∞ vv .           (37) 

Задача (36), (37) определяет суще-
ствование стационарного симметрично-
го трехмерного солитона. В качестве 
асимптотики на бесконечности можно 
взять функцию (29). 
 Пусть ∗r  точка из [ )+∞,0  такая, 
что при ∗≥ rr  можно использовать ука-
занную асимптотику. Тогда решение 
уравнения (36) можно продолжить 
гладким образом до точки 0=r , начи-
ная с решения следующей задачи Коши: 
 

2 3

2 2
2 ;

1
d v dv qvpv

r drdr vε
+ = −

+
 

0 1; ,v( r ) v v ( r ) v∗ ∗′= =             (38) 

где −10, vv  значения асимптотической 

функции и ее производной в точке ∗r .  
 Задача Коши (38) эквивалентна 
интегральному уравнению 
 

2
0 1

3

2

1 1( )

( )( )
1 ( )

r

r

v r v v r
r r

qv ss pv s ds
v sε

∗

∗
∗

⎛ ⎞
= + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ − −⎜ ⎟
+⎝ ⎠

∫

 

3
2

2
1 ( )( )

1 ( )

r

r

qv ss pv s ds.
r v sε

∗

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

+⎝ ⎠
∫    (39) 

Применяя к уравнению (39) прин-
цип сжимающих отображений [3], по-
лучим локальную теорему об однознач-
ной разрешимости задачи Коши (38). 



Эл
ек
тр
он
на
я б
иб
ли
от
ек
а  

Бе
ло
ру
сс
ко

-Р
ос
си
йс
ко
го 
ун
ив
ер
си
те
та

Вестник  Белорусско-Российского университета. 2008 № 2(19) 
__________________________________________________________________________________________ 

 
Физика 

96

 Теорема 5. Пусть выполнены усло-
вия: 
 

( )2 2

2

2 3
0 1

3 ( ) 1;

1( ) ;

1 1 ( )

r r

r r

p q R R I r

I r sds s ds
r

v v r pR q R I r R.
r r

ε

∗ ∗

∗
∗

⎡ ⎤+ + <⎣ ⎦

≡ +

⎛ ⎞ ⎡ ⎤+ − + + ≤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

∫ ∫
 

Тогда в области Rvrr ≤≤≤− ∗ 0,δ , 
где −δ  достаточно малое число, а R – 
конечное число, уравнение (39) имеет 
единственное решение, которое можно 
построить методом последовательных 
приближений или численно. 
 Из теоремы следует, что численное 
решение задачи Коши (38) строится на ко-
нечном отрезке [ ]∗r,0  за конечное число 
шагов. При этом эквивалентное инте-
гральное уравнение в окрестности точки 

0=r  принимает вид: 
 

3

2
0

( ) (0)

( )
1 ( )

r

v r v

qv ss pv( s ) ds
v sε

= +

⎛ ⎞
+ − −⎜ ⎟

+⎝ ⎠
∫
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1 ( )( ) , (40)
1 ( )

r qv ss pv s ds
r v s

⎛ ⎞
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+⎝ ⎠
∫ ε

   

где −)0(v  неизвестная амплитуда соли-
тона.  

Значение )0(v  подбирается таким 
образом, чтобы график трехмерного со-
литона на отрезке [ ]∗r,0  гладким обра-
зом переходил в график асимптотиче-
ской функции (29).  
 Обозначим Av =)0( . Тогда в окре-
стности точки 0=r  из (40) получим 
 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−+≈ 2

32

16
)(

A
qApArArv
ε

. 

 На рис. 2 представлены графики 
огибающих одномерных, двумерных и 
трехмерных солитонов для различных 
значений коэффициентов правых частей. 

 
 
 

 
 

Рис. 2. Графики огибающих солитонов с насыщающейся нелинейностью при значениях q = 1,5; 
δ = 1,0; γ = 0,5  и различных размерностей пространства: 1 – одномерный (плоский) солитон; 2 – двумерный со-
литон; 3 – трехмерный солитон 
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Заключение 

 В работе разработан численно-анали-
тический метод построения одномерных, 
двумерных и трехмерных солитонов урав-
нений Клейна-Гордона с нелинейностью 
третьей и пятой степени, а также с насы-
щающейся нелинейностью. Дано матема-
тическое обоснование численного метода 
построения огибающих солитонов и про-
ведено сравнение амплитуд солитонов в 
зависимости от размерности пространства. 
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S. V. Zhestkov, A. A. Romanenko 
Constructing and analysis of two and  
three-dimensional symmetrical solitons  
of Klein-Gordon equations with  
power and saturated nonlinearity 

 On the basis of numerical and analytical method, developed by the authors, two and tree-dimensional 
Klein-Gordon equations with the third and fifth degree of non-linearity and with saturating non-linearity have 
been investigated. The essence of the method is in construction analytical асимптотика of the soliton at infinity 
and its numerical continuation till the origin of coordinates. Mathematical basing of numerical continuation pro-
cedure of jj solution till the origin of coordinates has been given. The received results are of interest for non-
linearity optics and laser physics, solid physics and physics of high-energy particles. 




