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В экономике часто требуется найти оптимальное значение того или 

иного показателя: наивысшую производительность труда, максимальную 

прибыль, максимальный выпуск, минимальные издержки и т. д. Использо-

вание функций нескольких переменных – математический метод широко 

применяемый для экономического анализа. Базовой задачей экономиче-

ского анализа является изучение экономических величин, записываемых в 

виде функций.  

Каждый показатель представляет собой функцию одного или не-

скольких аргументов. Например, выпуск можно рассматривать как функ-

цию затрат труда и капитала (как это делается в производственных функ-

циях). Поскольку экономические показатели обычно зависят от многих 

факторов, нахождение оптимального значения показателя сводится к 

нахождению экстремума (максимума или минимума) функции одной или 

нескольких переменных. 

Такие задачи хорошо изучены теорией функций нескольких перемен-

ных, использующей методы дифференциального исчисления. Многие за-

дачи включают не только максимизируемую (минимизируемую) функцию, 

но и ограничения (например, бюджетное ограничение в задаче потреби-

тельского выбора). 

В экономической теории наиболее часто встречаются задачи, в кото-

рых используются такие понятия, как производственная функция, функция 

Кобба–Дугласа, функция полезности, функция издержек. 

Поясним эти понятия. 

Производственной функцией называется зависимость результата про-

изводственной деятельности – выпуска продукции от обусловивших его 

факторов – затрат ресурсов x1, x2,…, xn. 

Производственная функция может быть задана как в натуральных, так 

и в денежных единицах. В последнем случае она представляет собой доход 

от использования ресурсов. 

Производственная функция К(х,у) = Ах 
а
у 

β 
 называется функцией 

Кобба–Дугласа. Параметры α и β представляют собой частные эластично-

сти выпуска продукции по отношению к затратам труда х и капитала у. 

Функция полезности U(x1, х2,…, хп) задает полезность для потребителя 

от приобретения х1 единиц 1-го продукта, х2 единиц 2-го продукта и т. д. 

Функция издержек С(х) определяет затраты, необходимые для произ-

водства х единиц данного продукта. 
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Общая протяженность автомобильных дорог Могилевской области 

составляет более 13000 км, из них около 10000 км имеют твердое покры-

тие. По территории области проходят два международных транспортных 

коридора – номер IX (М1/Е30) и номер IXB (Е95/М-8). В последнее время 

заметно увеличилась интенсивность движения на дорогах и выросла доля 

тяжелого автомобильного транспорта в общем объеме перевозок. В Моги-

левской области, как и во всей Республике Беларусь, отмечается рост 

уровня автомобилизации. Перечисленные факторы несомненно влияют на 

уровень безопасности участников движения на автомобильных дорогах. 

Был проведен анализ уровня аварийности на дорогах Могилевской 

области за 2010–2016 гг. по информации Белстат и ГАИ УВД Могилевско-

го облисполкома [1]. За данный период прослеживается общая устойчивая 

тенденция к снижению количества дорожно-транспортных происшествий 

(ДТП) (рис. 1). 

 

Рис. 1. Количество ДТП в Могилевской области с 2010 по 2016 гг. 
 

При общем анализе ДТП была использована типовая статистическая 

форма отчетности ГАИ УВД Могилевского облисполкома, которая насчи-

тывает 117 показателей. Выявить наиболее опасные и проблемные зоны в 

ней очень сложно. Для упрощения работы проведена структуризация об-

щего количества ДТП за 2016 г. по четырем факторам: фактору вида ДТП, 

фактору места ДТП, фактору организации движения, фактору условий 

движения [2]. 

Анализируя результаты полученной структуризации, были выявлены 

наиболее характерные опасности на автомобильных дорогах [3]. Основ-
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Ежегодное масштабное применения антигололедных смесей в зимний 
период вызывает искусственное засоление почв придорожных территорий. 
В почве накапливаются ионы натрия, калия и хлора, ухудшается ее струк-
тура, уменьшается порозность и фильтрация, увеличивается обсеменен-
ность анаэробными микроорганизмами. Засоление является стрессовым 
фактором среды обитания травянистой, кустарниковой, древесной расти-
тельности. Оно нарушает метаболизм растений, влияет на рост, размноже-
ние и расселение видов, что ведет к необратимым изменениям в экосисте-
мах. 

Методы восстановления почв трудоемки и недостаточно эффективны. 
В настоящее время в основном используют физические методы, такие как 
вывоз грунта или его полную замену, что полностью не решает проблему и 
экономически затратно. Проводится замена погибших от засоления расте-
ний теми же видами, а их ждет та же участь. На автомагистралях с высо-
ким скоростным режимом рекомендуется установка рекламных билбордов, 
сдерживающих турбулентные потоки соли. 

При химических методах из корнеобитаемого слоя почвы удаляются 
вредные для растений соли. Для снижения щелочности почв рекомендуют 
внесение гипса, кальций которого заменяет в почве натрий. Вместо гипса 
можно вносить хлористый кальций или сернокислую соль кальция. Воз-
можно подкисление почв, используя препараты серы, дисульфата натрия и 
др. Имеются рекомендации о применении в антигололедных смесях в не-
больших количествах карбамида или мочевины.  

В последнее время все больше внимания уделяется биологическим 
методам, направленным на восстановление плодородия почв и подбор со-
леустойчивых фитоценозов. Использование новых биотехнологий получе-
ния биогумуса, применение микробиологических препаратов и биостиму-
ляторов позволяет оптимизировать почвенные условия среды и повысить 
устойчивость растений к неблагоприятным факторам среды. Процесс вос-
становления почв с использованием биологических методов происходит 
медленно и растягивается на несколько лет. Однако он стратегически пер-
спективен, экологичен, нацелен на оздоровление почвы и всего живущего 
на ней, на опережающее обеспечение всего живого питанием. В тоже вре-
мя данные методы еще недостаточно изучены и не нашли широкого при-
менения в практике.   
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Прибыль Р(х) = D(x) – C(x), где D(x) – доход от производства х единиц 

продукта. 

Рассмотрим некоторые приложения функций нескольких переменных 

в экономической теории. 

 

Задача 1 

Найти значения величин используемых ресурсов (х, у), при которых 

фирма-производитель получит максимальную прибыль, если заданы про-

изводственная функция К(х,у) и цены р1 и р2 на единицу первого и второго 

ресурсов: 
 

  330, yxyxK  ; 
48

1
;4 21  pp . 

 

Производственная функция в денежном выражении равна доходу от 

использования ресурсов, т. е.  (   )   ( ). Т. к. функция 

  ypxpxC 21  , то   yxxС
48

1
4  . Таким образом, функция прибыли 

равна Р(х) = D(x) – C(x), т. е.     yxyxyxPxP
48

1
430, 3  . 

Требуется найти значения величин используемых ресурсов (х, у), при 

которых фирма–производитель получит максимальную прибыль, т. е. надо 

исследовать функцию P(х,у) на локальный экстремум. Сначала определим 

стационарные точки функции. Для этого найдем частные производные 

функции и приравняем их к нулю (по необходимому условию существова-

ния экстремума): 
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Решая систему уравнений
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Для определения существования локального экстремума составим 

определитель второго порядка 2BAC  , где 
 

3

1

2

3

"

2

15
yxPA xx



 ; 3

2

2

1

" 5


 yxPB xy ; 3

5

2

1

"

3

20 

 yxPC yy . 

 

Т. к. 
 



 

  

  

56 

025 3

4

1 


 yx  и 0
2

15
3

1

2

3




yxA , 

 

то критическая точка  632 1018;450225   – есть точка максимума (по доста-

точному условию локального экстремума функции нескольких перемен-

ных). 

Приведем еще несколько условий задач (без решения). 

 

Задача 2 

Потребитель имеет возможность потратить сумму – 1 тыс. ден. ед. на 

приобретение х единиц первого товара и у единиц второго товара. Заданы 

функция полезности  (   ) и цены p1, р2 за единицу соответственно пер-

вого и второго товаров. Найти значения х и у, при которых полезность для 

потребителя будет наибольшей: 
 

U = 0,5ln(x - 2)+2ln(y - 1); p1  = 0,2; p2 = 4. 

 

Задача 3 

Прибыль P автомобильного завода от производства одного автомоби-

ля определяется формулой P=0,25xy–x–y-2, где x – затраты на материалы, 

млн р., (х>0), у – затраты на оплату рабочей силы, млн р., (у>0), 2 млн р.– 

постоянные затраты. 

Найти значения х и у, при которых прибыль завода максимальна, а 

суммарные затраты на один автомобиль не превышают 27 млн р. 

 

Задача 4 

Издержки предприятия на изготовление единицы некоторого вида 

продукции определяются формулой Z=x+y-   +5, где х – затраты капита-

ла, тыс. р., (х>0), у – расходы на оплату рабочей силы, тыс. р., (у>0). При 

каких значениях х и у издержки производства будут минимальными, если 

затраты х+у на единицу продукции составляют 3 тыс. р.? 
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В настоящее время при производстве металлоконструкций все больше 

применяются материалы со сложной системой легирования, обладающие 

уникальными свойствами и чувствительные к термическому циклу сварки. 

Все большее распространение получают алюминиевые сплавы. Высокая 

коррозионная стойкость, относительно высокая прочность и хорошая об-

рабатываемость резанием делают эти материалы более эффективными по 

сравнению со сталями в автомобильной, авиационной, химической про-

мышленности. 

Широкому распространению таких сплавов в качестве конструкцион-

ных материалов препятствуют технологические трудности их сварки. 

Многие из сплавов, в частности Al-Mg-Cu, являются трудносваривае-

мыми, и получение равнопрочного сварного соединения в этом случае за-

труднено и зачастую неосуществимо с использованием традиционных тех-

нологий. 

Перспективным направлением развития технологических процессов 

сварки, применительно к рассматриваемым материалам, является макси-

мальное снижение тепловложения в основной металл. Наиболее эффек-

тивно с такой задачей справляются системы с импульсной подачей прово-

локи в зону горения дуги. Это позволяет совместно с управляемым высо-

кочастотным инверторным источником питания осуществлять перенос 

электродного металла отдельными каплями в моменты коротких замыка-

ний дугового промежутка, что делает процесс максимально стабильным с 

минимальным тепловложением и потерями на разбрызгивание. 

Важным вопросом при этом является оптимизация параметров режи-

ма сварки и анализ эффективности применения подобных систем для свар-

ки трудносвариваемых сплавов, таких как сплавы системы Al-Mg-Cu. 

Для сварки рекомендуется использовать проволоки, позволяющие по-

лучить сварной шов с максимально возможной пластичностью. Это суще-

ственно снижает вероятность образования трещин при сварке и снижает 

внутренние напряжения в сварном соединении.   


