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УДК 621.83.06 

М. Е. Лустенков, канд. техн. наук, доц. 

АНАЛИЗ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ФРИКЦИОННОЙ МОДЕЛИ  
ПЛАНЕТАРНОЙ ПЕРЕДАЧИ С ТЕЛАМИ КАЧЕНИЯ 
 

Рассмотрены вопросы создания пространственной фрикционной модели планетарной шариковой 
передачи. Модель разработана на основе метода кинетостатики, с ее помощью можно определить значе-
ния сил, действующих в зацеплении. Созданная модель также позволяет определить КПД передачи и 
снизить потери мощности путем оптимизации ее геометрических параметров.  

 
 

Планетарные шариковые передачи 
(ПШП) представляют собой отдельный 
класс трехзвенных механизмов, в кото-
рых передача нагрузки осуществляется 
посредством тел качения, выполняющих 

функции сателлитов по аналогии с зуб-
чатыми колесами – сателлитами в обыч-
ных планетарных механизмах. Основ-
ные звенья ПШП, разрабатываемых на 
кафедре ОПМ, представлены на рис. 1. 

 
 

 
 

Рис. 1. Основные звенья многопериодной ПШП: 1 – внутренний составной кулачок; 2 – вал с пазами; 3 – мно-
гопериодный наружный кулачок; 4 – шарики 

 
 

Нами разработана плоская фрикци-
онная модель, позволяющая легко оценить 
КПД передачи на стадии проектирования 
[1]. При разработке пространственной мо-
дели очевидно приближение к реальному 
процессу по сравнению с плоской моде-
лью, т. к. мы избавляемся от некоторых 
допущений, упрощавших действительную 
картину зацепления. Анализ фрикционной 
модели позволяет получить значения уси-
лий на основных звеньях, что необходимо 

для расчета их прочности. Варьируя 
геометрией передачи, можно снизить 
потери мощности и увеличить ее КПД. 
Вопросы пространственной фрикцион-
ной модели зацепления применительно 
к однопериодной ЭШП рассмотрены в 
[2]. В данной работе анализируется 
многопериодное зацепление, где Z1 – 
число периодов внутреннего кулачка  
(Z1 = 1), Z3 – число периодов (выступов) 
рабочей поверхности наружного кулачка.   
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Выберем единую систему координат 
для всех рассматриваемых тел так, чтобы 
ось Z совпадала с осью редуктора, за ну-
левое положение примем положение од-
ного шарика в точке с максимальным зна-
чением углов подъема беговых дорожек. 
Анализируем первую кинематическую 
схему передачи (звено 1 – ведущее, звено 
2 – ведомое, звено 3 остановлено), сило-
вой расчет ведем методом кинетостатики. 

Расчет начинаем с рассмотрения 
равновесия ведомого звена – вала с паза-
ми, схема которого изображена на рис. 2. 
На вал с пазами действуют: момент полез-
ной нагрузки 2M , момент трения 2TPM  в 
подшипниках. Силы инерции для тела, 
вращающегося вокруг оси, проходящей 

через центр масс, приводятся к моменту 
222 εzIM −=Φ , где 2zI  – момент инерции 

вала 2. На вал с пазами также действуют 
реакции от тел качения 2N , которые 

разлагаются на горизонтальные xN2  и 

вертикальные yN2  составляющие и ре-

акции 4S ( xS4  и yS 4 ). При этом мы 
предполагаем двухточечный контакт 
шарика и паза: сила N2 преодолевает 
сопротивление момента М2, а сила S4 
компенсирует центробежные силы ша-
рика. Силы трения 2TPF  уравновешива-
ются равнодействующей осевой реакци-
ей zS2 .  
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Рис. 2. Силы, действующие на вал с пазами 
 

 
При составлении модели учтем также 

вес gm2 , предполагая, что ось передачи 

располагается горизонтально. Силы xS2  и 

yS2  представляют собой суммарные реак-

ции пары подшипников, несущих вал 2.  
Запишем уравнения кинетостатиче-

ского равновесия для вала 2: 
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∑ =−++= Φ ,0cos22222 βtRNMMMM TPzi  (4) 
 

где R2 – диаметр цилиндрической поверх-
ности, на которой располагаются точки 
контакта тела качения и вала с пазами;                
t – число шариков в секции; β – угол про-
филя продольного паза вала.  

Составляющие реакций 2N  и 4S  оп-
ределяются следующим образом: 

 
),sin( 222 βϕ −= ixi NN   

;cos 244 ixi SS ϕ=                         (5) 
 

),cos( 222 βϕ −= iyi NN  

.sin 244 iyi SS ϕ=                      (6) 
 

Угол β указан на рис. 2, где τ – каса-
тельная к поверхности вала с пазами. 
Также известна зависимость 

( )422 SNfFTP += . С учетом вышесказан-
ного, система уравнений (1)–(4) может 
быть приведена к виду: 
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S2x = S2y = 0, так как равны нулю 

суммы синусов и косинусов в выражениях 

(7) и (8). Это означает, что многопери-
одная ПШП уравновешена в радиаль-
ном направлении. При четном числе тел 
качения S2z = 0, что свидетельствует об 
уравновешенности передачи в осевом 
направлении. 

Рассмотрим равновесие непод-
вижного наружного кулачка 3 на рис. 3. 

На него действуют: реактивный 
момент 3M , вес gm3 , реакции от тела 

качения 3N , которые разлагаются на 

составляющие yN3  и zN3 , а также ре-
акции от взаимодействия тела 3 с дру-
гими деталями ПШП (в том числе и с 
корпусом) xS3 , yS3  и zS3 . Уравнения 
кинетостатического равновесия тела 3: 
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где R3 – диаметр цилиндрической по-
верхности, на которой располагаются 
точки контакта тела качения и наружного 
кулачка. 
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Рис. 3. Силы, действующие на наружный кулачок 
 
 
Определим модули xN3 , yN3  и zN3 :  

;sinsin 2333 iix NN ϕα=          (15) 

;cossin 2333 iiyi NN ϕα=         (16) 

.cos 333 izi NN α=                      (17) 

Систему уравнений (11)–(14) пред-
ставим в следующем виде: 
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В формулах (18)–(21) угол α3i опре-

делялся согласно выражению 
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Рассмотрим равновесие внутренне-

го кулачка на рис. 4. На него действуют: 
крутящий момент от двигателя 1M  и мо-
мент сил трения 1TPM . Силы инерции, 
действующие на ведущий вал, приводят-
ся к главному моменту ФM1 . Реакции на 
тело качения 1N  раскладываются на со-
ставляющие yx NN 11 ,  и zN1 . Со стороны 
других деталей ЭШП на вал 1 действуют 
реакции yx SS 11 ,  и zS1 .  

Уравнения равновесия вала 1: 
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где R1 – диаметр цилиндрической по-
верхности, на которой располагаются 
точки контакта тела качения и внутрен-
него кулачка. 
 

;sinsin 2111 iixi NN ϕα=          (27) 
 

;sinsin 2111 iiyi NN ϕα=         (28) 
 

( )( ) .cos 1111 iizi NsignN αα−=    (29) 
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Рис. 4. Силы, действующие на внутренний кулачок 
 
 

В соотношениях (27) и (28) подстав-
ляется модуль угла α1i, так как при взаи-
модействии нисходящих ветвей беговых 
дорожек наружного кулачка и восходя-
щих дорожек внутреннего кулачка, когда 
α1i < 0, составляющие реакции N1 не ме-
няют знак, а начинает работать другая 
сторона беговой дорожки ведущего (внут-
реннего) кулачка. 

После подстановки формул (27)–(29) 
в соотношения (23)–(26) и их преобразо-
ваний, получим следующие выражения: 

( ) i
t

i
iix fNS 2

1

0
1111 sincossin ϕαα∑

−

=
+= ;  (30) 

( )∑ ×α+α=
−

=

1

0
1111 cossin

t

i
iiy fNS  

 
;cos 1gm+ϕ×                                (31) 

 

( )( )((∑ ×α−=
−

=

1

0
111

t

i
iz signNS  

 
));sincos 11 ii f α+α×                  (32) 

 

+α+α∑=
−

=
)cossin( 11

1

0
111 ii

t

i
fRNМ  

 

,111 ТРz MI +ε+                            (33) 



Эл
ек
тр
он
на
я б
иб
ли
от
ек
а  

Бе
ло
ру
сс
ко

-Р
ос
си
йс
ко
го 
ун
ив
ер
си
те
та

Вестник  Белорусско-Российского университета. 2007. № 4 (17) 
____________________________________________________________________________________________________ 

 
Машиностроение. Металлургия 

94

где Iz1 – осевой момент инерции ведущего 
вала 1. 

В формулах (23)–(33) угол α1i опре-
делялся по формуле 
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Рассмотрим силовые факторы, дей-

ствующие на тела качения (рис. 5).  

Условия кинетостатического рав-
новесия, записанные в традиционном 
виде в проекциях на три оси координат, 
приводят к тождеству 0≡0. Силы, дей-
ствующие на один шарик, разложим на 
нормальную, касательную и бинор-
мальную составляющие. Сложение сил 
будем производить, развернув цилинд-
рическую поверхность с радиусом R на 
плоскость. 
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Рис. 5. Силы, действующие на тело качения 
 
 
Уравнения равновесия будут иметь 

следующий вид: 
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где iTPF 4  – сила трения скольжения 
между телом и поверхностью паза;         

en
i4Φ  – переносная центростремительная 

сила инерции тела качения; τe
i4Φ  – пере-

носная вращательная сила инерции тела 
качения; r

i4Φ  – относительная сила 
инерции тела качения.  
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После подстановок и математиче-

ских преобразований система уравнений 
(35)–(37) приводится к следующему виду: 
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Рассмотрим алгоритм проведения си-
лового анализа передачи. Заданными счи-
таются: момент полезных сопротивлений 
на выходном валу M2, геометрические па-
раметры передачи и коэффициент трения 
скольжения f. Известными считаются 
также угловые скорости и ускорения 
звеньев, а также зависимости между угло-
выми скоростями и углами поворота по-
сле проведенного кинематического анали-
за ЭШП.  

1. По формуле (10) определяем зна-
чение реакции N2.  

2. Решая совместно систему уравне-
ний (39)–(41), находим значение реакций 
N1, N3 и S4. Находить значения этих реак-
ций удобно в матричной форме, предста-
вив зависимости (39)–(41) в следующем 

виде: 
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где a11, …, a33 – коэффициенты при ре-
акциях N1, N3 и S4 в системе уравнений 
(39)–(41); b1, b2, b3 – зависимости, 
стоящие в правых частях уравнений 
(39)–(41).  

Матричное произведение решается 
известным методом Гаусса или согласно 
правилу Крамера. 

3. После нахождения значений N1, 
N3 и S4 определяются крутящие момен-
ты М1 и М3 по формулам (33) и (21) со-
ответственно, а также составляющие 
внешних реакций S2x, S2y, S2z, S1x, S1y, 
S1z и S3x, S3y, S3z согласно выражениям 
(7)–(9), (30)–(32) и (18)–(20) соответст-
венно. Значения полных реакций, обра-
зованных этими составляющими, опре-
деляют силы давления передачи на 
опоры (подшипники). 
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Составляющие реакций в формулах 
(43) с индексами «х» и «у» характеризу-
ют радиальные нагрузки, а с индексами 
«z» – осевые нагрузки на подшипники. 
Аналогично определяется и резуль-
тирующая реакция 2S , действующая на 
вал с пазами 2 со стороны кулачков 1 и 
3. По значению этих реакций могут под-
бираться подшипники качения. 
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Проанализируем разработанную фрик-
ционную модель передачи. Рассмотрим ре-
зультаты функционирования разработанной 
модели на конкретном примере. Имеем пере-
дачу с параметрами: Z1 = 1, Z3 = 8, R = 20 мм, 
A = 10 мм, rш = 6 мм (остальные геомет-
рические параметры являются производ-
ными от указанных, что будет показано 
далее). Частота вращения ведущего вала 
n1 = 1000 об/мин. Режим работы – устано-
вившийся. Крутящий момент на выход-
ном валу M2 = 200 Н·м, коэффициент тре-
ния f = 0,05. 

Результаты (средние значения за 
цикл зацепления): N2 = 1,2 кН, N1 = 505 Н, 
N3 = 1 кН, S1x = S1y ≈0 Н, S1z = 574 Н,            
S2 = 31 Н, S3x ≈0 кН, S3y = 5,4 кН,                
S3z = 4 кН, S4 = 594 Н, M1 = 31,3 Н·м,               
M3 = 1,9 Н·м, η = 0,71.  

Рассмотрим, как изменяются зна-
чения реакций за цикл зацепления 
(рис. 6). Остальные реакции, не указан-
ные на рис. 6, имеют пренебрежимо ма-
лые значения. Наиболее нагруженным 
оказывается многопериодный кулачок.  
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Рис. 6. Изменение реакций звеньев многопериодной ЭШП от передаваемой нагрузки 
 
 

КПД и остальные параметры имеют 
колебания за цикл зацепления (поворота 
ведомого вала на угол 2π). Это связано с 
непостоянством суммы синусов и коси-
нусов углов α1 и α3. Однако колебания 
эти незначительны. Например, измене-
ние КПД передачи за оборот ведомого 
вала (9 оборотов ведущего вала) приве-
дено на рис. 7. Колебания КПД состав-
ляют около 0,04, при увеличении Z3 эти 
колебания уменьшаются (например, при 
Z3 = 20  Δη = 0,016). Поэтому в качестве 
результатов были приняты значения па-
раметров в начальном положении, когда 
одно из тел качения находится в точке с 

максимальными углами подъема веду-
щего и ведомого валов. 

 
Выводы 

1. Планетарная шариковая переда-
ча практически уравновешена в ради-
альном направлении. 

2. Реактивное действие передачи 
проявляется во возникновении реактив-
ного расклинивающего усилия Sz3 на 
заторможенном звене, направленного 
вдоль оси передачи. Это предполагает 
установку радиально-упорных подшип-
ников на ведущем валу, где также воз-
никает осевое усилие Sz1. 

Н·м 

M2

Si 
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3. Суммарные осевые усилия от сил 
трения будут равняться нулю, если ис-
пользовать передачу с четным числом тел 

качения (при Z1 = 1 число Z3 должно 
быть нечетным). 

 
 
 

 
 

 
 
 
 
Рис. 7. Изменение КПД ЭШП за один оборот ведомого вала 
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M. E. Lustenkov 
The analysis of the 3–D friction model of  
planetary transmission with roller elements 
Belarusian-Russian University 

In this article the questions of the development 3–D model of planetary transmission with roller elements 
have been described. This model has been worked out on the D’Alamber method and allows to definite forces 
acting in gears. The elaborated model also allows to definite the efficiency coefficient and to decrease power 
loses by optimization of transmission geometry parameters. 
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