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Введение 

Система упражнений по векторной алгебре состоит их четырех разделов.  
Раздел 1 – вводный тест, предназначенный для проверки (самопроверки) 

готовности студентов к изучению векторной алгебры. Содержит задания по 
следующим темам: «Векторы», «Координаты векторов», «Скалярное 
произведение векторов» (с учетом необходимого уровня школьных знаний). 

Раздел 2 – основные теоретические положения. 
Раздел 3 – образцы решения задач по векторной алгебре. Все задачи 

данного раздела разбиты на два уровня: 1-й уровень – базовый (задачи для 
обязательного усвоения), 2-й – повышенный (более сложные задачи, в том 
числе нестандартные, номера задач отмечены символом «*»). 

Раздел 4 – задачи, предназначенные для решения их студентами на 
практических занятиях под руководством преподавателя, а также для 
самостоятельного решения.  
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1 Вводный тест по теме «Векторы, координаты векторов»  

Таблица 1 – Вариант 1 

Номер 
вопроса 

Задание Вариант ответа 

1 Даны точки ( 2; ; 1)A p , ( 1; 0; 2)B   и ( ; 4; )C a k . 

Если BCAB  5,0 , то сумма kap   равна 

1) 3;   2) –7;   3) 1;   4) 7;
5) другой ответ

2 Векторы (1; ; 2)a m


, (2 ; 3; 1)b m 


и (0; 2; )c m


 

таковы, что вектор a  перпендикулярен вектору 

cb  . Значение m  равно 

1) 1,5;   2) 1;   3) –2;  4) 2;
5) –1,5 

3 Если векторы (3; ; 2)a m 


 и ( 2; 4; 4)b n 


коллинеарны, то сумма nm   равна 

1) 10;   2) –10;   3)–8;
4) 9;   5) другой ответ

4 Задан вектор (2; 1; 1)a  


. Тогда сумма координат 

вектора b , коллинеарного вектору a  и 

удовлетворяющего условию 3ba , равна 

1)  –1;   2) 0;   3) 1;   4) 2; 
5) другой ответ

5 Из указанных пар векторов перпендикулярными 
являются  

1) ( 3; 7)a  


и (5; 2)b 


; 

2) ( 3; 4)a  


и  3;4b ; 

3) (5; 1)a 


и (0; 1)b  


; 

4) (3; 1)a 


и ( 3; 1)b   


.
6 В треугольнике с вершинами ( 1; 1; 2)A  , (13; 4; 3)B

и ( 3; 2; 7)C  длина медианы AD  равна 
1) 7;   2) 5;   3) 3;  4) 13 ;

5) 15
7 Периметр треугольника с вершинами (1; 1; 2)A  , 

(3; 1; 3)B  и (7; 3; 5)C   равен  
1) 7 5 ;   2) 12 2 ;  3) 16;
4) 18;   5) другой ответ

8 В трапеции ABCD  с основаниями BC  и AD  заданы

( 7; 4; 5)AB  


, (3; 2; 1)AC  


, (20; 4; 12)AD   


, а 
M и N – середины сторон AB и CD  соответственно. 

Тогда сумма координат вектора MN  равна 

1) 1;   2) 2;   3) 3;    4) 4;
5) 5

9 Если в треугольнике ABC  точки M и N – середины 

сторон AB и BC  соответственно, (3; 5; 6)AB  


, 

( 2; 1; 7)MN  


, то сумма координат вектора BC
равна 

1) –6;   2) 7;   3) –8;  4) 8; 
5) 10

10 Если в параллелограмме ABCD  заданы вершины 
(2; 5; 4)A  , (1; 3; 1)B  , ( 3; 4; 6)C   , то сумма 

координат четвертой вершины равна 

1) 0;   2) –1;   3) –2;  4) –
3;   5) –4 

11 Даны векторы (3; 4; 2)a 


, (1; 5; 2)b 


, (2; 3; 4)c 


. 

Тогда сумма координат вектора x , 

удовлетворяющего условиям 8ax , 5bx , 

3cx , равна 

1) 2;   2) 3;   3) 4;   4) 5;
5) другой ответ
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Окончание таблицы 1  

Номер 
вопроса 

Задание Вариант ответа 

12 В трапеции KLMN  точка Q  принадлежит боковой 

стороне MN , NQQM 2 . Точка P  является 
точкой пересечения диагонали KM  и отрезка LQ , 

причем KP =2 PM . Тогда сумма чисел x  и y , при  
которых имеет место векторное равенство 

KMyLMxPN  , равна 

1) 
8

5
;   2) 

6

5
;   3) 

6

5
 ;

4) 
8

5
 ;   5) другой ответ

13 Пусть M – точка пересечения медиан треугольника 
ABC , а O – произвольная точка пространства. 

Тогда для вектора OM верно равенство 

1) )(
2

1
OCOBOAOM 

; 

2) )(
3

1
OCOBOAOM 

; 

3) )(
4

1
OCOBOAOM 

; 

4) )(
4

1
OCOBOAOM 

; 
5) другое соотношение

14 Даны точки (1; 0; 2)A  и ( 1; 1; 1)B  . Тогда 
координаты единичного вектора, коллинеарного 

вектору AB  и одинаково с ним направленного, 
равны 

1) 
2 2 2

; ;
6 6 6

  
 

; 

2) 
2 1 2

; ;
6 6 6

  
 

; 

3) 
2 1 1

; ;
6 6 6

   
 

; 

4) 
2 2 1

; ;
6 6 6

   
 

; 

5) другой ответ
15 Дан параллелепипед 1111 DCBABCDA . Тогда вектор 

1AA  связан с векторами 1DA , 1DC  и  1DB  
соотношением 

1) 

1111 DCDBDAAA  ; 
2) 

1111 DCDBDAAA  ; 
3) 

1111 DCDBDAAA  ; 
4) 

1111 DCDBDAAA  ; 
5) другой ответ
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Таблица 2 – Вариант 2 
 

Номер 
вопроса 

Задание Вариант ответа 

1 Даны векторы (2 ; 4)a m 


, (5; )b n


 и 

( 1; 3)c m 


. Если cba 2 , то произведение 
nm    равно 

1) 5;   2) 15;   3) 50;   
4) 10;  5) 7 

2 Даны векторы ( ; 2; 1)a p 


 и (6; 3; 3)b  


. 

Вектор ba   перпендикулярен вектору ba   
при значениях p , равных 

1) ±7;   2) 6;   3) 7;    

4) ± 2 ;   5) –7 

3 Векторы 2( ; 2 ; 4)a k k p 


 и ( ; ; 2)b k k p  


 
коллинеарны при следующих значениях k  и p  

1)  0; 2k , 0p ; 

2) 2k , 0p ; 
3) 0k , Rp ; 
4) 2k , Rp ; 

5)  0; 2k  , 0p  

4 Векторы ( ; 2)a x


 и (3; )b y


 имеют 
одинаковые не равные нулю суммы координат. 
Найти yx  , если известно, что векторы 

ba 25   и ba 34   коллинеарны 

1) 3;   2) 5;   3) -5;   4) 9; 
5) 7 

5 
Угол равен 

2


 между следующими векторами  1) (1; 8)c 


 и (0; 1)d 


; 

2) (2,5; 2)c  


 и (4; 5)d 


; 

3) (10; 3)c  


 и ( 3; 10)d  


; 

4) ( 1; 4)c  


 и (1; 3)d 


; 
5) таких нет 

6 Вершинами треугольника ABC являются точки 
(7; 6; 2)A  , ( 3; 2; 6)B  , (9; 0; 12)C  . Тогда 

медиана BK  

1) длиннее стороны AC ; 
2) короче стороны AC ; 
3) равна по длине стороне 
AC ; 
4) невозможно определить 

7 Сумма векторов AO , BO  и CO , где O – точка 
пересечения медиан треугольника ABC , равна 

1) ACBCAB  ; 

2) ACBCAB  ;   3) 0 ; 

4) ACBCAB  ; 
5) другой ответ 

8 Векторы (5; 1; 2)a   


 и (1; 5; 2)b  


, 
проведенные из точки C , являются боковыми 
сторонами равнобедренного треугольника 
ABC . Площадь треугольника равна 

1) 12 6 ;  2) 6 6 ;    

3) 8 3 ;   4) 14;    
5) другой ответ 

9 В параллелограмме ABCD  точка K является 
серединой стороны BC , а точка L – серединой 

стороны DC . Тогда вектор BD  связан с 

векторами AK  и AL  соотношением 

1) AKALBD  ; 

2) )(
2

1
AKALBD  ; 

3) )(2 AKALBD  ; 

4) AKALBD  ; 
5) другой ответ 
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Окончание таблицы 2  
 

Номер 
вопроса 

Задание Вариант ответа 

10 Если в трапеции ABCD  векторы (7; 4)a 


 и 

(11; 1)b 


 являются ее диагоналями, то сумма 
длин оснований равна 

1) 7;   2) 5;   3) 13;   4) 9; 
5) 6 

11 Даны векторы (1; 1; 2)a  


, (2; 1; 3)b 


, 

( 2; 1; 4)c  


. Тогда произведение координат 

вектора x , удовлетворяющего условиям 

5ax , 1bx , 9cx , равно 

1) 12;    2) –12;    3) 16; 
4) –16;    5) другой ответ 

12 В трапеции ABCD  точка M  принадлежит 

боковой стороне CD , MDCM 3 . Точка K  
является точкой пересечения диагонали AC  и 

отрезка BM , причем KCAK 3 . Тогда сумма 
чисел x  и y , при которых имеет место 

векторное равенство ADyACxAB  , равна 

1) 
8

3
;     2) 

8

5
;    3) 

8

3
 ; 

4) 
8

5
 ;   5) другой ответ 

13 Центроидом треугольника ABC  называется 

такая точка G , что 0 GCGBGA . Тогда 
центроид произвольного треугольника ABC  
совпадает с точкой 

1) пересечения биссектрис 
треугольника; 
2) пересечения медиан 
треугольника; 
3) пересечения высот 
треугольника; 
4) другой  

14 Даны неколлинеарные векторы a  и b . 

Известно, что векторы byaxc   и 

bxayd )2()1(   равны между собой. 
Тогда коэффициент x  

1) в 3 раза меньше 
коэффициента y ; 
2) в 3 раза больше 
коэффициента y ; 
3) равен коэффициенту y ; 
4) в 2 раза больше 
коэффициента y ; 
5) другое соотношение 

15 В правильном тетраэдре ABCD  точки M и N
являются серединами ребер AB и CD , а длина

ребра  AB  равна p . Тогда длина вектора MN
равна 

1) 2p ;    2) 
2

p
;   

3) 
21

p
;   4) 

4

2p
; 

5) другой ответ 
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2 Теоретическая часть 
 
2.1 Основные понятия 
 
Направленный отрезок или упорядоченная пара точек называется 

вектором. 
Вектор с началом А и концом В будем обозначать AB . Часто вектор 

обозначается одной буквой: a , b  и т. д. Если отрезок АВ соответствует вектору 
a , то будем писать a = AB .   
 Вектор BA  называется противоположным вектору AB  и обозначается AB .  
 Если точки А и В совпадают, то вектор 0AA  называется нулевым, а при 
несовпадении этих точек – ненулевым. 
 Длиной  AB  вектора AB  или его модулем называется длина AB  

соответствующего направленного отрезка. Вектор, длина которого равна 
единице, называется единичным или ортом.  
 Вектор a = AB  называется параллельным прямой  l (плоскости P), если 
либо он нулевой, либо прямая, проходящая через точки A и B, параллельна 
прямой l (плоскости P). Векторы, параллельные одной прямой, называются 
коллинеарными, а векторы, расположенные в  одной плоскости или 
параллельные одной и той же плоскости, – компланарными. Нулевой вектор 
считается коллинеарным любому вектору, так как он не имеет определенного 
направления. 
 Два вектора AB  и CD  называются равными, если они коллинеарны, 
одинаково направлены и равны по длине. Равенство векторов AB  и CD  
записывают так: AB  = CD .  

Из определения равенства векторов следует, что при параллельном 
переносе вектора получается вектор, равный исходному. Поэтому начало 
вектора можно перемещать в любую точку пространства.  

 
2.2 Линейные операции над векторами 
 

 2.2.1 Умножение вектора на число. 
 Определение 1.  Произведением вектора a  на число 0   называется 
вектор b , имеющий направление вектора a , если 0  , и противоположное 
направление, если 0  . Длина этого вектора равна произведению длины 
вектора a  на модуль числа  .  
 Из определения 1 следует, что вектор b  коллинеарен  вектору a . 
Результат умножения вектора a  на число   записывается равенством b a  

 
.  
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Свойства произведения вектора на число: 
1) для любых чисел   и   и любого вектора a  справедливо равенство 

( ) ( )a a   
 

; 

2) если вектор 0a , то для любого коллинеарного ему вектора b  
существует, и при этом только одно, число  , удовлетворяющее равенству 
b a 
 

. 
 

 2.2.2 Сложение и вычитание векторов. 
 Определение 2. Суммой векторов lcba ,...,,,  называется новый вектор R , 
который замыкает ломаную линию, построенную из данных векторов так, 
что начало каждого из последующих векторов суммы совмещается с концом 
предыдущего. Замыкающий векторR  направлен из начала первого вектора 
суммы к концу последнего. 
 Для суммы векторов принята запись lcbaR  ... . 
 Из определения суммы векторов вытекает правило параллелограмма для 
сложения двух векторов: сумма двух векторов aOA   и bOB  , приведенных к 
общему началу O, есть вектор-диагональ OC  параллелограмма OACB, 
построенного на данных векторах (рисунок 1). 

 
 Рисунок 1 
 

Свойства сложения векторов: 
 1) abba   (коммутативность); 
 2) )()( cbacba   (ассоциативность); 
 3) ( )a b a b    

   
; ( )a a a    

  
. 

 Определение 3. Разностью двух векторов a  и b  называется вектор ba  , 
являющийся суммой векторов a  и b  (рисунок 2).  
 

B 

b
O

C A 

a ba 
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 Рисунок 2 
  

2.3 Проекция вектора на ось 
 

 Всякая прямая, на которой указано направление, называется осью. 
 Пусть даны ось Ox и некоторый вектор AB . Проведем из точек A и B 
перпендикуляры на ось Ox и обозначим их основания соответственно через  
C и D (рисунки 3 и 4). 

 
           Рисунок 3     Рисунок 4 
  
 Определение 4.  Проекцией вектора AB  на ось Ox называется длина 
отрезка CD этой оси, заключенного между основаниями перпендикуляров, 
проведенных  из начальной и конечной точек вектора AB , взятая со знаком 
«+», если направление отрезка CD совпадает с направлением оси проекции,  
и со знаком «–», если эти направления противоположны. 
  Обозначают: CD = прОх AB .  

 Определение 5. Углом вектора AB (или равного ему вектора 1CB ) с осью  
Ox называется угол  , на который  нужно повернуть кратчайшим образом 
ось Ox около точки C  до совмещения ее с вектором 1CB .  
 Область изменения угла  : 0     . 

O 

    

X 

B1 

D C 

B 

A 

X 

B1 

C 

B 

A 

D O 

ba   a

O 

b  
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Справедливы следующие формулы: 
1) прОх AB = cosAB 


;  

2) прОх )( ba  = прОх a + прОх b ;  

3) прОх ( )a  


 прОх AB .     
 
2.4 Линейная зависимость и независимость векторов 
 

 Для характеристики взаимного расположения векторов в пространстве 
вводится понятие линейной зависимости между векторами. 

 Назовем линейной комбинацией  n  векторов neee ,...,, 21  вектор вида  
 

                nn eeex   ...2211 ,                       (1) 
 
где n ,...,, 21  – некоторые действительные числа, называемые 
коэффициентами этой линейной комбинации.   

Если вектор x  представлен в виде линейной комбинации (1), то говорят, 

что он разложен по векторам neee ,...,, 21 . 

 Определение 6. Векторы neee ,...,, 21  называются линейно зависимыми, 

если существуют числа 1 2, ,..., n   , хотя бы одно из которых отлично от 
нуля, такие, что справедливо равенство 
 

                 1 1 2 2 ... 0n ne e e      
   

.     (2) 
 

Если же равенство (2) выполняется только при всех 

1 2 ... 0n       , то векторы neee ,...,, 21  называются линейно 
независимыми. 
 Сформулируем условия линейной зависимости векторов на плоскости и в 
пространстве: 
 1) любые два коллинеарных вектора линейно зависимы и, наоборот, два 
неколлинеарных вектора линейно независимы; 
 2) три компланарных вектора линейно зависимы и, наоборот, три 
некомпланарных вектора линейно независимы; 
 3) каждые четыре вектора линейно зависимы. 
 

2.5 Базис. Координаты вектора в базисе 
  

Базисом на плоскости  называются два неколлинеарных вектора на этой 
плоскости, взятых в определенном порядке. 
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Теорема 1.  Если на плоскости векторы 21,ee  выбраны за базис, то любой  

компланарный с ними вектор a  можно представить, и притом единственным 
образом, как линейную комбинацию векторов базиса, т. е.  

 

     1 1 2 2a e e  
  

.      (3) 
 

  Базисом в пространстве называются три некомпланарных вектора, 
взятых в определенном порядке. 

 Теорема 2.  Если в пространстве векторы 321 ,, eee  выбраны за базис, то 

любой вектор  a  пространства можно представить, и притом единственным 
образом, как линейную комбинацию векторов базиса, т. е. 

      1 1 2 2 3 3a e e e   
   

.               (4) 

 Формулы (3) и (4) называются разложением вектора a  по базису. 

  Если 321 ,, eee – базис и вектор 332211 eeea   , то числа 321 ,,   

называются координатами (или компонентами) вектора a


 в данном базисе.  
 Координаты вектора будем писать следующим образом: 

);;( 321 a . 
 Аналогично определяются координаты вектора на плоскости. 
 Основное назначение базиса состоит в том, что линейные операции над 
вектором в заданном базисе сводятся к обычным линейным операциям над 
числами – координатами векторов в этом базисе. Имеют место следующие 
утверждения: 

 1) при умножении вектора 1 2 3( ; ; )a    


 на число R  все его 

координаты умножаются на число, т. е 1 2 3( ; ; )a    


; 

 2) при сложении (вычитании) векторов 1 2 3( ; ; )a    


, 1 2 3( ; ; )b    


 
складываются (вычитаются) их соответствующие координаты, т. е. 

 1 1 2 2 3 3; ;a b          
 

. 

 
2.6 Направляющие косинусы 
 

 Направление вектора );;( zyx aaaa   определяется углами , ,   , 

образованными вектором a  с положительными направлениями осей Ox, Oy и 
Oz соответственно. Косинусы этих углов называются направляющими 

косинусами вектора a  и определяются по следующим формулам: 
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2 2 2
cos x x

x y z

a a

a a a a
  

 
 ;  

2 2 2
cos y y

x y z

a a

a a a a
  

 
 ; 

2 2 2
cos z z

x y z

a a

a a a a
  

 
 .                                          (5) 

             
 Направляющие косинусы связаны соотношением 
 

   
2 2 2cos cos cos 1      . 

 
2.7 Скалярное произведение векторов 

Определение 7.  Углом между двумя векторами  a  и b  называется 
наименьший угол AOB между этими векторами, приведенными к общему 
началу O  (рисунок 5). 

 

 
  
            Рисунок 5 

Угол между векторами a  и b  символически записывают так:  ^
,ba . 

 Из определения следует, что угол   между векторами может изменяться в 
пределах 0 φ   . 

 Определение 8.  Скалярным произведением двух векторов a  и b  
называется число, равное произведению длин этих векторов на косинус угла   

между ними:  , cosa b a b  
   

 .                                   (6) 

 Перечислим основные свойства скалярного произведения: 

 1)   2

, aaa  , отсюда  aaa , ; 

b  

a C A 

B 

O 
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 2)   0, ba , если 0a , либо 0b , либо ba  ; 

 3)    , ,a b b a
   

; 

 4)      , , ,a b a b a b    
     

,  R ; 

 5)      cabacba ,,,  ; 

 6)  ,
a b

a b a np b b np a  
     

, следовательно, 
 ,

b

a b
np a

b


 


 . 

 Если в прямоугольной системе координат векторы a  и b  заданы своими 

координатами: );;( zyx aaaa  , );;( zyx bbbb  , то   zzyyxx babababa , . 

 Из определения скалярного произведения следует, что    

              
 

2 2 2 2 2 2

,
cos x x y y z z

x y z x y z

a b a b a b a b

a b a a a b b b

 
  

    

 

            

(формула для нахождения угла, который образуют векторы a


 и b


). 
 

2.8 Векторное и смешанное произведения векторов 
 

Определение 9. Упорядоченная тройка некомпланарных векторов a , b , 

c


 называется правой, если наблюдателю, находящемуся внутри телесного 

угла, образованного этими векторами, кратчайшие повороты от a


 к b  и от 

b

к c  кажутся происходящими против хода часовой стрелки.  

В противном случае данная тройка называется левой. 

Определение 10.  Векторным произведением векторов a


 и b

называется 

вектор, обозначаемый ,c a b   
 

 или bac   и удовлетворяющий трем 

условиям:  
1) длина вектора  ,a b  


 равна площади параллелограмма, построенного 

на векторах a  и  b , т. е. 

                , sina b a b   
     ^

,ba ; 

2) вектор  ,a b  


 перпендикулярен к плоскости векторов a  и b ; 

3) упорядоченная тройка векторов a


, b


, ,a b  


 – правая. 
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Основные свойства векторного произведения: 

1)  ba, = –  ab, ; 

2) ,a b   


,a b   


; 

3)      cbcacba ,,,  . 

Если в прямоугольной системе координат векторы a , b  заданы своими 

координатами: );;( zyx aaaa  , );;( zyx bbbb  ,  то вектор  ba,  в координатной 

форме записывают так:  

 ba, =

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

. 

 Определение 11. Смешанным произведением векторов a ,b , c  

называется число, обозначаемое  cba ,,  и определяемое как скалярное 

произведение вектора  ba,  и вектора c :    , , , ,a b c a b c   
    

. 

 Если в прямоугольной системе координат векторы a ,b , c  заданы своими 

координатами: );;( zyx aaaa  , );;( zyx bbbb  , );;( zyx cccc  , то 

      cba ,,

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

. 

 
3 Примеры решения задач 

 

Задача 1. По данным векторам a  и b  (рисунок 6, а) построить векторы 

,2 ba  2ba  . 

 
 
Рисунок 6 

О 

  B1 C 
B 

A1 A 

b


 

a


а) 

b


 

a


 

б) 
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Решение   
 

Отнесем векторы  a   и  b   к общему началу О и построим параллелограмм 

на векторах  a2  и b  (рисунок 6, б). Сложив векторы по правилу 

параллелограмма, будем иметь baOC  2 . Построив вектор 21 bOB    
(см. рисунок 6) и применив правило вычитания векторов, получим 

21 baAB  . 
 

Задача 2. В треугольнике ОАВ (рисунок 7) даны векторы aOA   и bOB  . 

Найти векторы ONMNMBMA ,,, , где NM ,  – середины сторон OBAB,  
соответственно. 

 

 
Рисунок  7 
 
Решение 
 
Согласно правилу вычитания векторов    

abOAOBAB  . 

Вектор MB  направлен в ту же сторону по той же прямой, что и вектор AB , 
но длина его в два раза меньше, поэтому   

 abABMB 
2

1

2

1
. 

Вектор MA  имеет ту же длину, что и вектор MB , но направлен в 

противоположную сторону. Следовательно,  

 baMBMA 
2

1
. 

B 

N M 

А О 
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Так как отрезок NM  является средней линией треугольника OAB ,  

то вектор MN  коллинеарен вектору OA , но направлен в противоположную 

сторону и длина его в два раза меньше. Поэтому  

aOAMN
2

1

2

1
 . 

Вектор ON  направлен в ту же сторону по той же прямой, что и вектор OB , 
но длина его в два раза меньше. Следовательно,  

bOBON
2

1

2

1
 . 

 
Задача 3. Даны три вектора: (3; 2; 4), (4; 3; 5), (7; 5; 2).p q r 

  
 Найти 

разложение вектора (4; 3; 2)a


 по базису  rqp ,, . 
 
Решение 
 

Вектор a  можно представить, и притом единственным образом, как 
линейную комбинацию векторов базиса, т. е. 

 

a p q r    
   

.                                              (7) 

Так как векторы rqpa ,,,  заданы в некотором базисе  321 ,, eee , то, 
применив к равенству (7) правило линейных действий над векторами, получим 

 

 321 234 eee  

     1 2 3 1 2 3 1 2 33 2 4 4 3 5 7 5 2e e e e e e e e e           
        

 

     1 2 33 4 7 2 3 5 4 5 2e e e              
  

. 

Таким образом, для определения коэффициентов линейного разложения 

вектора a  по базису rqp ,,  получаем следующую систему линейных 
уравнений: 

3 4 7 4;

2 3 5 3;

4 5 2 2.

    
     
     

 

 
Решив эту систему по правилу Крамера, найдем 7, 8, 7       . 

Следовательно, разложение вектора a  по базису rqp ,,  имеет вид: 
 

rqpa 787  . 
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Задача 4. Найти угол   между векторами kjia  22    и   kjib  4 . 
 
Решение 

       , 2 4 2 1 1 1 9 2
cos

24 4 1 16 1 1 9 2

a b

a b

     
    

   

 

  ,   

откуда    
4


  . 

 
Задача 5. Вычислить длину диагоналей параллелограмма, построенного на 

векторах qpa 32    и  qpb 43  , если известно, что 2p ,  3q  и  угол 

между  ними  
3
  . 

 
Решение 

 
Применив правило линейных действий над векторами, найдем векторы – 

диагонали параллелограмма: 
 

    qpqpqpbac  54332 ; 

    qpqpqpbad 74332  . 

Теперь вычислим скалярные квадраты векторов: 

 

    
2222

,10255 qqppqpc  

1399
3

cos3210425 


; 

    
2222

49,147 qqppqpd  

487949
3

cos32144 


. 

Следовательно, длина диагоналей будет  
 

6,12139
2

 cc ;    1,22487
2

 dd . 
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Задача 6. Даны вершины треугольника  5; 3A  ,    7; 4 , 2; 1B C . Вычислить 

длину его высоты, проведенной из вершины B  на сторону AC . 
 
Решение 
 

Из элементарной геометрии известно, что площадь треугольника 
определяется по формуле 

,
2

1
BDACS   

 

где BD  – высота треугольника. 

Отсюда 2S
BD

AC
 . 

Для определения удвоенной площади треугольника, т. е. площади 
параллелограмма, воспользуемся формулой 

 

 2 , 2 4 7 3 29S AB AC
       
 

. 

Модуль вектора AC  определим по формуле 

 

  .543 22 AC  

Следовательно, .
5

29
BD  

 

Задача 7. Векторы cba ,,  образуют правую тройку и взаимно 

перпендикулярны. Зная, что 3,2,4  cba , вычислить   cba ,, . 

 
Решение 
 

Найдем модуль векторного произведения векторов a  и b : 

, sin 4 2 8.
2

a b a b
      

   
 

Векторы  ba,  и c  коллинеарны, следовательно, можно записать, что 

,a b c    
  

, где 0  , так как векторы образуют правую тройку. Учитывая 

соотношение модулей этих векторов, получаем  
 

8
,

3
a b c   
  

, 

т. е. 8
.

3
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Тогда 

    .249
3

8

3

8
,

3

8
,,

2
 ccccba  

 
Задача 8. Вычислить объем тетраэдра, вершины которого находятся в 

точках        1; 1; 3 , 6; 1; 6 , 1; 4; 3 , 5; 6; 3A B C D    . 

 
Решение 
 

Рассмотрим векторы ADABAC ,,  (рисунок 8). Объем тетраэдра ABCD , 
как известно, равен одной трети произведения площади основания на высоту.  

У параллелепипеда, построенного на векторах ADABAC ,, , та же высота OB , 
а площадь основания в 2 раза больше 

 
Рисунок  8 
 
Из геометрического смысла смешанного произведения следует, что  

 ADACABVV парал.тетр. ,,
6

1

6

1
 . 

По координатам данных точек A, B, C, D  находим  координаты векторов: 

     5; 2; 9 ; 0; 5; 6 ; 4; 5; 0AB AC AD  
  

, 

поэтому 

  






054

650

925

,, ADACAB 18132150
65

92
4

05

65
5 








. 

Итак, 3тетр.V  куб. ед. 

 

O 

D 

С 

В 

А 
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4 Задачи и упражнения для решения 
 

4.1 Линейные операции над векторами. Базис и координаты вектора 
  

1 Даны векторы (2; 4)a 
 , ( 3; 1)b  


, (5; 2)c  
 . Найти векторы:  

a) cba


532  ;          б) cba


1424  .  
2 Даны векторы (5; 7; 2)a 

 , (3; 0; 4)b 


, ( 6; 1; 1)c   
 . Найти векторы:  

a) cba


 23 ;           б) cba


465  .   
3 Пользуясь параллелограммом, построенным на векторах a

  и b


, 
проверить на чертеже справедливость тождеств: 

а) ababa 2)()(  ;                    в) 
22

ba
b

ba 


 ; 

б)  ba
a

b
b

a 






















2

1

22
;           г) bbaba 2)()(  . 

4  Какому условию удовлетворяют векторы a
  и b


, если вектор ba   

направлен по биссектрисе угла между ними? Предполагается, что все три 
вектора отнесены к одному началу.  

5 В треугольнике ABC проведена медиана AD. Выразить вектор AD  через 
векторы AB  и AC .  

6 В треугольнике ABC проведены медианы AD, BE и CF. Найти сумму 
векторов ,AD  BE , CF . 

 В треугольнике ABC проведена медиана AD. Выразить вектор AD  через 
векторы AB  и AC . 

7 Точки K и L служат серединами сторон BC и CD параллелограмма ABCD. 
Выразить векторы BC  и CD  через векторы kAK   и lAL  . 

8 Векторы AC = a  и BD =b  служат диагоналями параллелограмма ABCD. 
Выразить через векторы a  и b  векторы AB , BC , CD  и DA , являющиеся 
сторонами этого параллелограмма. 

9 Векторы AB = p  и AF = q  служат двумя смежными сторонами 

правильного шестиугольника ABCDEF. Выразить через p  и q  векторы BC , CD , 

DE , EF , идущие по сторонам этого шестиугольника. 
10 В равнобедренной трапеции OACB угол BOA равен o60 , OB=BC=CA=2, 

точки M и N – середины сторон BC и  AC. Выразить векторы AC , OM , ON  и 
MN  через единичные векторы  m  и n  направлений OA  и OB . 

11 Даны  векторы  aOA    и  bOB


 .  Вектор  cOC


 – медиана 
треугольника OAB . Разложить аналитически и геометрически вектор c


 по 

векторам a  и b , а вектор a – по векторам b и c . 
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12 На сторонах OA  и OB прямоугольника OACB отложены единичные 
векторы i


и j


. Точка M – середина стороны BC , N – середина стороны AC . 

Выразить через векторы i


и j


векторы OA , AC , BO , OC , OM , ON , MN , если 

3OA , 4OB . 

13 На трех некомпланарных векторах pAB  , qAD  , rAA 1  построен 

параллелепипед 1111 DCBABCDA . Выразить через rqp ,,  векторы, совпадающие со 
всеми остальными ребрами; диагоналями параллелепипеда; диагоналями 
граней этого параллелепипеда. 

14 В треугольной пирамиде  SABC даны векторы SA  = a ,  SB  = b , SC = c


. 
Найти вектор SM , где М – центр тяжести основания ABC. 

15 На плоскости даны векторы p = (2; –3) и q = (1; 2). Найти разложение 

вектора a  = (9; 4)  по базису p , q . 

16 Разложить вектор  cbas   по трем некомпланарным векторам: 
cbam 2 , ban  и cbp  2 . 

17 Даны векторы a =( 1 2 3; ;a a a ), b = ( 1 2 3; ;b b b ), c = ( 321 ,, ccc ), d = ( 1 2 3; ;d d d ). 

Показать, что векторы a , b , c  образуют базис  и найти координаты вектора d  в 
этом базисе: 

a) a = (5; –1; 10),  b = (3; 6; 4),  c = (6; 0; 11),  d = (2; –7; 6); 
б) a = (3; 1; 2),  b = (2; 1; 2),  c = (–1; 2; 5),  d = (5; 0; –1); 
в) a = (3; –2; 1),  b = (–1; 1; –2),  c = (2; 1; –3),  d = (11; –6; 5). 

18  Установить, в каких из нижеследующих случаев тройки векторов a , b , 
c  будут линейно зависимы, и в том случае, когда это возможно, представить 
вектор c  как линейную комбинацию векторов a  и b : 

a) a = (5; 2; 1),  b = (–1; 4; 2),  c = (–1; –1; 6); 
б) a = (6; 4; 2),  b = (–9; 6; 3),  c = (–3; 6; 3); 
с) a = (6; –18; 12),  b = (–8; 24; –16),  c = (8; 7; 3). 

 
 
4.2 Скалярное произведение векторов 

 
1 Даны вершины четырехугольника ABCD: A(1; –2; 2), B(1; 4; 0), C(–4; 1; 1), 

D(–5; –5; 3). Доказать, что его диагонали взаимно перпендикулярны. 
2 Даны три последовательные вершины параллелограмма:  

A(–3; –2; 0),  B(3; –3; 1), C(5; 0; 2). Найти его четвертую вершину D и угол   

между векторами AC  и BD . 
3 Даны векторы a  = (5; –6; 1), b  = (–4; 3; 0), c  = (5;  –8;  10). Вычислить 

выражения:  

a) 
22

243 cbaa  ;           б) 
222

542 cba  ;          в) cacbba 543  . 
4 Даны векторы a  = (3; 1; 2), b  = (2; 7; 4), c  = (1;  2;  1). Вычислить 

выражения:  
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a) cba )( ;          б) )(
2

cba ;          в) accbba
222

 . 

5 В треугольнике ABC  | BC | = 5, |CA | = 6, | BA | = 7. Найти ( BA , BC ). 
6 Угол между векторами a  и b  равен o60 ,  | a | = 5,  |b |= 8.  Найти  | a +b |,  

| a -b |. 

7 Даны векторы kjia


2  и kjib


4 . Найти проекции  anp
b


 , bnpa


  и 

угол   между векторами a и b . 

8 Даны векторы a  = (3; –6; –1), b  = (1; 4; –5), c  = (3; –4; 12). Найти 

c
np ( a +b ). 

9 Найти численную величину проекции вектора a = (8; 4; 1) на ось, 
параллельную вектору b = (2; –2; 1). 

10 Какой угол образуют единичные векторы s и t , если известно, что 
векторы p = s +2 t  и q = 5 s –4 t  взаимно перпендикулярны? 

11 Даны векторы a = (5; 2) и b = (7; –3). Найти вектор x , удовлетворяющий 
одновременно двум уравнениям: ( a , x ) = 38,  (b , x ) = 30.  

12 Даны  векторы (3; 1; 5)a  


и (1; 2; 3)b  


. Найти координаты вектора x
 , 

перпендикулярного к оси Oz  и удовлетворяющего следующим условиям: 
9),( ax

 , 4),( bx . 
13 Вычислить длины диагоналей параллелограмма, построенного на 

векторах a = 2 m + n  и b = m –2 n , где m , n  – единичные векторы, образующие 
угол, равный  60 . 

14 Векторы a  и b  взаимно перпендикулярны. Вектор c  образует с ними 

углы, равные 
3

 . Зная, что | a | = 3, |b | = 5, | c | = 8, вычислить (3 2 , 3 )a b b c 
   

, 

| cba 32  |2. 
15 Радиус-вектор точки М составляет с осью Oy угол o60 , а с осью Oz – 

угол o45 ; |OM | = 8.  Найти координаты точки М, если ее абсцисса отрицательна.  
16 Даны радиусы-векторы вершин треугольника ABC : kjiOA


32  , 

kjiOB


 23 , kjiOC


 4 . Показать, что треугольник ABC – 
равносторонний. 

17 Даны вершины треугольника ABC : (1; 2; 1)A  , (3; 1; 7)B   , (7; 4; 2)C   . 
Вычислив внутренние углы треугольника ABC , убедиться, что этот 
треугольник – равнобедренный. 

18 Найти вектор x , коллинеарный вектору a = (1; –2; –2), образующий с 
осью OY острый угол и имеющий длину  | x | = 15. 

19 Вектор x ,  перпендикулярный к векторам   a = (4; –2; –3)    и    
b = (0; 1; 3), образует с осью Oy тупой угол. Зная, что | x | = 26, найти 
координаты вектора x . 

20* Доказать, что векторы p = a (b c )–b ( a c ) и c  перпендикулярны друг к 
другу.  
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4.3 Векторное произведение векторов 
 

1 Вычислить площадь треугольника, построенного на векторах ba 2  и 

ba 23  , если | a | = |b | = 5, угол между векторами a  и b  равен 
4

 . 

2 Векторы a  и b  образуют угол 
3

 . Зная, что | a | = 3, |b | =5, вычислить 

|[ ,a b
 

] |,   |[ ,a b a b 
   

]|,   |[3 , 3a b a b 
   

]|.  

3 Даны точки (2; 1; 2)A  , (1; 2; 1)B  , (3; 2; 1)C . Найти [ BCAB, ], [ 2 ,BC CA CB
  

]. 
4 Вычислить синус угла  , образованного векторами (2; 2; 1)a  


 и 

(2; 3; 6)b 


. 

5 Найти вектор c [ ba, ], построить его и вычислить площадь 

параллелограмма, построенного на векторах a  и b , если: 
a) ia 3 , kb 2 ;       б) jia  ; jib  ;       в) jia 32  ; kjb 23  . 

6  Вычислить площадь треугольника с вершинами CBA ,, : 
a) (7; 3; 4)A , (1; 0; 6)B , (4; 1; 6)C ;      б) ( 1; 0; 2)A  , (1; 2; 5)B  , (3; 0; 4)C  . 

7 Даны векторы kjia 23  ,   kjib  2 . Найти [ 2 , 2a b a b 
   

]. 
8 Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

qpa 2 , qpb  2 , где qp, – единичные векторы, образующие угол,  
равный o30 . 

9 Вычислить площадь параллелограмма, диагоналями которого служат 
векторы nm 2 , nm 54  , где m


 и n


 – единичные векторы, образующие угол, 

равный  
4

 . 

10 Вычислить длины диагоналей и площадь параллелограмма, 
построенного на векторах   kja   и  kjib  .  

11 Даны векторы kja 2 , jib  3 , kjc  3 . Найти координаты 
следующих векторов: 

 
a) ba ;                б) )32()23( baba  ;        в) )( cba  . 

12 При каком   векторы bap 5   и baq  3  коллинеарны, если a и b  
неколлинеарны? 

13 Вектор b , перпендикулярный к оси Oz  и к вектору (8; 15; 3)a  


, 

образует острый угол с осью Ox . Зная, что |b | = 51, найти его координаты. 
14* Зная два вектора a  и b , найти:  
 

a)    ,a b a b   
   

;          б)  ,a a b  
  

;          в) ,
2 2

a b a
b

  
  

   

  
. 

15* Векторы a , b , c  удовлетворяют условию 0 cba . Доказать, что 
[ ba, ] = [ cb, ] = [ ac, ] . 
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16*  Проверить справедливость равенства  

[[ ba, ] c ] + [[ cb, ] a ] + [[ ac, ]b ] = 0 . 

17* Доказать компланарность векторов cba ,, ,зная, что   

[ ba, ] + [ cb, ] + [ ac, ] = 0 . 
 
4.4 Смешанное произведение векторов 

 
1 Показать, что точки DCBA ,,,  лежат в одной плоскости: 

a) (2; 1; 2)A  , (1; 2; 3)B , (2; 3; 0)C , (5; 0; 6)D  ; 
б) (1; 1; 0)A , ( 3; 1; 2)B   , ( 3; 1; 8)C  , (0; 2; 5)D . 

2 Проверить, компланарны ли данные векторы, если cba ,, – взаимно 
перпендикулярные орты: 

a) cbap  2 ,  cbaq 23  ,  cbar 13147  ; 
б) cbap 32  ,  cbaq  4 ,  cbar 223  ; 

в) cbap 22  ,  cbaq 32  ,  cbar 743  . 
3 Показать, что векторы kjia 23  , kjib 432  , kjic 6123   

компланарны и разложить вектор c  по векторам a и b . 
4 Векторы a  и b  образуют угол 30 , | a | = 6, |b | = 3, | c | = 3. Вектор c  

перпендикулярен к векторам a  и b . Зная, что векторы a , b , c  образуют правую 
тройку, вычислить ),,( cba . 

5 Даны вершины тетраэдра DCBA ,,, . Вычислить косинус угла между 
векторами AB и AC , площадь треугольника ABC , объем тетраэдра, если: 

 
a) (2; 4; 3)A , (7; 6; 3)B , (4; 9; 3)C , (3; 6; 7)D ; 
б) (3; 5; 4)A , (5; 8; 3)B , (1; 9; 9)C , (6; 4; 8)D . 
 

Выполнить чертеж. 
6 Построить параллелепипед на векторах jia 43  , kjb  3 , kjc 52   и 

вычислить его объем. Выяснить, правой или левой будет тройка векторов cba ,, . 
7 Даны вершины тетраэдра ( 5; 4; 8)O   , (2; 3; 1)A , (4; 1; 2)B  , (6; 3; 7)C . Найти 

высоту, опущенную из точки O  на грань ABC . 
8 Дан тетраэдр с вершинами в точках (0; 0; 0)O , (5; 2; 0)A , (2; 5; 0)B , (1; 2; 4)C . 

Найти площадь грани ABC , объем тетраэдра и его высоту, опущенную из  
точки O  на грань ABC . 

9 Вычислить объем треугольной призмы, построенной на векторах 
 2; 8; 6a 


,  4; 11; 7b 


 и  8; 21; 8c 


. 

10 Доказать, что при любых   и   справедливо тождество 

 ab c a b abc      
    

. 
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Ответы 
 
4.1 Линейные операции над векторами. Базис и координаты вектора 
 

1. a)  30; 21 ; б)  0; 0 . 2. a)  3;22;3  ; б)  19; 39; 30 . 4. Указание. 

Параллелограмм, построенный на a


 и b


, должен быть ромбом; ba  .  

5. 
2

ACAB
AD


 . 6. 0 . 7. 

3

24 kl
BC


 , 

3

42 kl
CD


 . 8. 

2

ba
AB


 , 

2

ba
BC


 , 

2

ab
CD


 , 

2

ba
DA


 .  9. qpBC  , qCD  , pDE  , qpEF  .  

10.  mnAC  2 , mnOM  2 , nmON  3 , nmMN  2 . 11. 
2

ba
c


 , bca  2 .  

12. iOA 3 , jAC 4 , jBO 4 , jiOC 43  , jiOM 4
2

3
 , jiON 23  , 

jiMN 2
2

3
 . 13. pBA 11 , qDA 11 , qpCA 11 , rqDA 1 , rqpCA 1 .  

14.  cba 
3

1 . 15. qpa 52  . 16. pns  . 17. a)  0;1;1  ; б)  1;2;0  ; в)  1;3;2  .  

18. a) векторы cba ,,  линейно независимы;  б) векторы cba ,,  линейно зависимы; 

bac
3

2

2

1
 ; в) векторы  cba ,,  линейно зависимы, но вектор c   не может быть 

представлен как линейная комбинация векторов a  и b , так как векторы a  и b  
коллинеарны между собой, а вектор c  им не коллинеарен. 
 

4.2 Скалярное произведение  векторов 
 

2.  1; 1; 1D  , 120 .  3. a) 716 ; б) 721 ;  в) 353 .  4. a)  21; 42; 21 ;  б) 280 ;  

в)  115; 242; 137 . 5. 19 . 6. 129a b 
 

, 7a b 
 

. 7. 4 2 4 6 4
,  , cos

3 3 3 3
  .  

8. –4. 9. 3 . 10. 60 . 11.  6; 4 . 12.  2; 3; 0 . 13. 7; 13 . 14.  72; 373 .  

15.  4; 4; 4 2M  . 18.  5; 10; 10 . 19.  6; 24; 8  . 

 
4.3 Векторное произведение  векторов 
 

1. 250 . 2. 
2

315 ; 315 ; 375 . 3.  6; 4; 6  ;  12; 8; 12 . 4. 5 17
sin

21
  .  

5. a)  0; 6; 0 ; 6S ;  б)  0; 0; 2 ; 2S ;  в)  6; 4; 6 ; 222S . 6. a) 
2

7 ; б) 14 .  

7.  25; 5; 35 . 8. 
2

3 . 9. 2
2

3 . 10. 5 baba ; 6S .  11. a)  2; 6; 3 ;  

б)  10; 30; 15   ;  в)  15; 2; 1 .  12. 15 .  13.  45; 24; 0 .  14. a)  ba,2 ; б)  ba, ;  

в)  ba,
4

3 . 
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4.4 Смешанное произведение векторов 
 

2. a) компланарны; б) некомпланарны;  в) компланарны.   3. bac  5 .   4. 27 .  

5. a) 20
cos , 10,5, 14

29
S V    ;   б) 1 621 121

cos ,  ,  
70 2 6

S V    .  6. 51V ; левая. 

7. 11.   8. 7 3
6 3,  14,  

3
S V H   .   9. 25V . 

 
Вопросы для контроля и самоконтроля 

 
1 Что называется вектором? 
2 Дайте определение произведения вектора на число. 
3 Укажите свойства операции умножения вектора на число. 
4 Дайте определение суммы двух векторов. 
5 Укажите свойства операции сложения векторов.  
6 Что называется базисом на плоскости? 
7 Что называется базисом в пространстве? 
8 Что называется скалярным произведением векторов? 
9 Приведите основные формулы вычисления скалярного произведения.  
10 Укажите свойства скалярного произведения векторов. 
11 Что называется векторным произведением? 
12 Укажите свойства векторного произведения векторов. 
13 Приведите основные формулы вычисления векторного произведения. 
14 Что называется смешанным произведением векторов? 
15 Приведите формулу вычисления смешанного произведения. 
16 Укажите свойства смешанного произведения векторов. 
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