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Аннотация 
Приведены формулы для определения длины контактной линии и проекций главного вектора и 

главного момента внешних сил. Рассмотрен вопрос определения прогиба входного вала планетарной 
прецессионной передачи типа KHV под воздействием сил зацепления методом Мора. 
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Abstract 
Formulas for determining length of the contact line and projections of the main vector and the main mo-

ment of external forces are given. The paper considers the issue of determining the deflection of the input shaft 
of planetary precessional K-H-V transmission under the action of meshing forces by using the Mohr method. 
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Прецессионная передача относится 
к классу эксцентриковых передач [1]. Она 
характеризуется малыми радиальными 
габаритами и обеспечивает относительно 
большие передаточные отношения. По-
этому при ее синтезе конструктору при-
ходится решать ряд проблем. 

Первая проблема – обеспечение 
высокой жесткости звеньев: при малых 
габаритах неизбежны их значительные 
упругие деформации, которые приводят 
к нарушению правильности зубчатого 
зацепления. 

Вторая проблема – обеспечение 
кинематической точности: даже при от-
носительно небольших значениях по-
грешностей сборки и упругих деформа-
циях звеньев, которые нарушают пра-
вильность зацепления, большое переда-

точное отношение масштабирует кине-
матическую погрешность. 

Расчет сил, действующих в зацеп-
лении колес прецессионной передачи,  
и, соответственно, упругих деформаций 
звеньев до настоящего времени осу-
ществлялся по приближенной методи- 
ке [2]. Это приводило к необходимости 
закладывать в расчеты большие коэф-
фициенты запаса и, как следствие, к ча-
стичной потере преимуществ по мало-
габаритности. 

В работе рассматривается теоре-
тически точная методика расчета сил, 
действующих в зацеплении колес пре-
цессионной передачи, и предлагается 
методика оценки упругих деформаций 
входного вала. 

Указанные методики основаны на 
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уравнении контакта зубьев колес пре-
цессионной передачи [3]: 
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где 

11zr  – аппликата точки контакта на 

цилиндрической поверхности ролика 
(зуба центрального колеса), которая 
определяется в системе координат 
x1y1z1, жестко связанной с центральным 
колесом; RC – радиус центров роликов; 
θ – угол нутации; u12 – передаточное от-
ношение при остановленном входном 
вале; φ – полярный угол точки контакта 
на поверхности ролика; φ1 – угол пово-
рота центрального колеса. 

Две другие координаты точки кон-
такта в системе x1y1z1 [3]: 

 

 sin
11xr ;                    (2) 

 

 cos
11 Cy Rr ,                (3) 

 
где ρ – радиус ролика. 

Линию контакта можно развер-
нуть на плоскость и представить в виде 
функции z = f (x) [3]. При этом длина 
линии контакта может быть найдена 
следующим образом: 
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 (5) 

а пределы интегрирования 

minmin x ;                    (6) 

 

maxmax x .                   (7) 

 
Методика определения φmin и φmax 

с учетом многопарности зацепления 
рассмотрена в [3]. 

Согласно методике, изложенной  
в [4], интенсивность распределенной по 
длине линии контакта нагрузки может 
быть найдена по следующей формуле: 
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где M1 – крутящий момент, приложен-
ный к центральному колесу прецесси-
онной передачи; si – длина линии кон-
такта i-й контактирующей пары зубьев 
при многопарном зацеплении; 

11xn  – 

абсцисса единичной нормали к поверх-
ности ролика, восстановленная в точке 
контакта; 

11yn  – ордината единичной 

нормали к поверхности ролика, восста-
новленная в точке контакта. 

В системе x1y1z1 координаты ука-
занной нормали 1n  определяются сле-

дующим образом: 
 

 sin
11xn ;                    (9) 

 
 cos

11yn ;                  (10) 

 
0

11 zn .                      (11) 

 
Рассмотрим входной вал прецес-

сионной передачи типа KHV (рис. 1)  
в неподвижной системе координат xyz, 
начало отсчета которой совмещено с 
центром прецессии O. 

Со стороны сателлита на него дей-
ствуют главный вектор и главный мо-
мент активных сил (рис. 2). 
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Рис. 1. Схема входного вала прецессионной передачи 
 
 
 
 

 
 
Рис. 2. Схема входного вала с наложенными связями относительно сателлита 
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Для упрощения расчетов прини-
маем для входного вала один диаметр, 
равный наименьшему диаметру его ше-

ек. Таким образом, получаем расчетную 
схему, показанную на рис. 3. 

 

 
 

Рис. 3. Расчетная схема входного вала с наложенными связями относительно сателлита 
 
 

Проекции главного вектора и 
главного момента активных сил в си-

стеме координат xyz найдем следую- 
щим образом: 

 
max

min

2
11

1 1 1 1

1i

i

x
x

i x y y x

n kM
F d

s r n r n





  
  

   
;                                  (12) 

 

max

min

2
11

1 1 1 1

1i

i

y
y

i x y y x

n kM
F d

s r n r n





  
  

   
;                               (13) 

 
max

min

2
1 1

1 1 1 1

1i

i

z
z

i x y y x

M n k
F d

s r n r n





   
  

   
;                              (14) 

 

max

min

2
1 1 1 11

1 1 1 1

( ( )) 1i

i

z y y z
Cx

i x y y x

n r n r l kM
M d

s r n r n





      
  

   
;                (15) 

 
max

min

2
1 1 1 1 1

1 1 1 1

( ( ) ) 1i

i

x z z x
Cy

i x y y x

M n r l n r k
M d

s r n r n





       
  

  
 

;                (16) 

 

max

min

2
1 1 1 11

1 1 1 1

( ) 1i

i

y x x y
Cz

i x y y x

n r n r kM
M d

s r n r n





     
  

   
,                 (17) 

64



Вестник  Белорусско-Российского университета. 2020. № 4(69) 
____________________________________________________________________________________________________ 

Машиностроение 

где 1xr , 1yr , 1zr  – координаты точки кон-

такта в системе xyz; xn1 , yn1 , zn1  – коор-

динаты единичной нормали в системе xyz. 
Чтобы выразить xn1 , yn1 , zn1 , 1xr , 

1yr , 1zr  через параметры φ и 
11zr ,  сле-

дует осуществить переход от системы 
координат x1y1z1 к системе xyz (рис. 4). 
Этот переход осуществляется при по-
мощи матричного преобразования, ес-
ли координаты точки контакта и коор-
динаты нормали представить в виде 
вектор-столбцов: 
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Рис. 4. Схема перехода от системы координат x1y1z1 к системе xyz 
 
 
Матрица преобразования имеет вид: 
 























1000

0100

00cossin

00sincos

11

11

01T .  (20) 

 

Таким образом, в системе коорди-
нат xyz вектор-столбец, составленный из 
координат точки контакта, определится 
следующим образом: 
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Аналогично для координат нормали: 
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Таким образом, 
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Из приведенных выражений вид-

но, что проекция главного вектора на 
ось z будет равна нулю, т. к. 1 0zn  . 

Из расчетной схемы (см. рис. 3) 
определим реакции опор, составив че-
тыре уравнения равновесия: 
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0xiF  ; 0x x xB C F   ;    (28) 
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Решая данную систему уравнений, 

определим реакции опор: 
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Так как входной вал находится 
под действием сил, расположенных в 
двух плоскостях, то расчет прогиба 
также необходимо производить в двух 
плоскостях, находя перемещения по ко-
ординатам x и y. Затем общий прогиб 
найдем по формуле [5] 

 
2 2x y   ,                   (32) 

 
где x и y – перемещение точки вала по 
осям x и y соответственно. 

Составим расчетную схему вала 
(рис. 5). 

Вначале рассмотрим перемещение 
точки С вала под действием проекций  
сил, расположенных в плоскости yCz. 
Для этого составим расчетную схему 
действующих в этой плоскости сил,  
а также покажем расчетную схему вала 
с приложенной в точке С единичной си-
лой для нахождения перемещения с по-
мощью интеграла Мора (рис. 6). 

 
 

 

 
 
Рис. 5. Расчетная схема входного вала 
 
 
 

 

 
 

Рис. 6. Расчетная схема нагружения 
входного вала в плоскости yCz для определения 
перемещения точки С 
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Для представленной на рис. 6 рас-
четной схемы уравнение для опре- 

деления перемещения точки С будет  
иметь вид: 
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Для определения перемещения 

точки В рассмотрим схему нагружения, 
представленную на рис. 7, и составим 
соответствующее уравнение: 
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Рис. 7. Расчетная схема нагружения входного вала в плоскости yCz для определения перемещения 
точки В 

 
 
Аналогично рассчитывается и про-

гиб вала в точках С и В для сил, распо-
ложенных в плоскости xCz: 
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Машиностроение 

Общий прогиб вала в точках С и В 
 

2 2
C C Cx y   ; 

 
2 2

B B Bx y   . 

 
Полученные выражения прогиба в 

точках С и В позволят на стадии проек-
тирования учесть их влияние на кине-

матические показатели передачи и про-
извести корректировку геометрических 
параметров входного вала с целью уве-
личения жесткости. Приведенные в ра-
боте расчеты позволят в дальнейшем 
создать методику расчета прецессион-
ной передачи типа KHV при задании 
выходных параметров редуцирующего 
устройства. 
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