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Введение 
 
Методические указания предназначены для:  
– ознакомления с математическими методами описания случайных 

последовательностей и процессов; 
– проведения исследований структуры и свойств случайных процессов; 
– получения практических навыков по применению методов теории 

случайных процессов для решения проблем практической деятельности; 
– расширения способности анализа и прогнозирования развития 

случайных процессов; 
 обучения основам использования программных средств STATISTICA  

и языка R для изучения случайных процессов. 
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1 Практическая работа №  1. Моделирование реализаций 
стационарных эргодических случайных процессов 

 
Цель работы: освоение методов и приобретение навыков исследования 

случайных сигналов систем управления, закрепление методов работы в 
электронных таблицах EXCEL. 

 
Порядок выполнения работы 
 
1 Изучить основные теоретические положения, сделав необходимые 

записи в конспект. 
2 Получить задание у преподавателя, выполнить типовые задания.  
3 Сделать выводы по результатам исследования.  
4 Оформить отчет. 
 
Требования к отчету 
 
1 Цель работы.  
2 Постановка задачи.  
3 Результаты задания.  
4 Выводы. 
 
Задание 
Рассчитать и построить графики дифференциальной и интегральной 

функций распределения для всех сгенерированных случайных процессов. Для 
расчета и построения графиков гистограмм использовать встроенные функции 
EXCEL раздела «Анализ данных». 

 
Методические указания  
 
С помощью генератора случайных чисел (настройка «Анализ данных»  

в электронных таблицах EXCEL) заполнить таблицу 1.1. 
 
Таблица 1.1 – Характеристики случайных величин 
 

Номер 
Равномерное 

распределение  
R(0,5,1/12) 

Нормальное  
распределение 

N(0,1,0) 

Нормальное 
распределение 

«Белый шум» N(a,b,0)

Нормальное  
распределение 

«Цветной» (a,b,R1) 

    
 

 
Первый столбец заполняется числами (от 0 до N). 
Во втором столбце генерируется случайный процесс с равномерным 

распределением в диапазоне 0…1. Такой процесс обозначается R (0,5; 1/12), 
 где R означает равномерное распределение; 0,5 – среднее значение;  
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1/12 – среднеквадратическое значение равномерного случайного процесса в 
диапазоне 0…1. 

В третьем столбце генерируется нормальный случайный процесс N(a,b,R), 
где a = 0, b = 1, R = 0 – среднее, среднее квадратичное отклонение и первая 
ордината автокорреляционной функции случайного процесса соответственно.  

В четвертом столбце аналогично генерируется нормальный случайный 
процесс, где a = 10ꞏm, b = 2ꞏn, R = 0 – количество букв в фамилии  
и имени студента. 

Необходимо понять, как изменился уровень и диапазон колебания 
случайного процесса.  

В пятом столбце рассчитывается случайный процесс, полученный путем 
пропускания случайного процесса N(a, b, R) через апериодическое звено 
первого порядка. При этом выходной сигнал рассчитывается по рекуррентному 
разностному уравнению: 
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где R – параметр фильтра, на первом этапе выбираемый равным 0,8.  
Для каждого случайного процесса следует построить график. Графики 3 и 4 

построить в одной системе координат. Изменяя значения R = 0,85; 0,9; 0,95; 0,98, 
изучить изменение графика выходного сигнала фильтра (проанализировав 
изменение среднего, дисперсии). 

 

 
Контрольные вопросы 
 
1 Перечислите основные числовые характеристики случайной величины. 
2 Раскройте понятие функции распределения случайной величины. 
3 Раскройте понятие плотности распределения для непрерывных величин 

случайной величины. 
4 Чем характеризуется непрерывная случайная величина, распределенная 

по равномерному закону распределения? 
5 Чем характеризуется непрерывная случайная величина, распределенная 

по нормальному закону распределения? 
6 Дайте определение понятию «случайный процесс». 
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2 Практическая работа №  2. Анализ основных свойств 
случайных процессов. Проверка стационарности и нормальности 
в STATISTICA 

 
Цель работы: изучение возможности модуля Times Series/Forecasting  

в STATISTICA для тестирования случайных процессов  
 
Порядок выполнения работы 
 
1 Изучить основные теоретические положения, сделав необходимые 

записи в конспект. 
2 Получить задание у преподавателя, выполнить типовые задания.  
3 Сделать выводы по результатам исследования.  
4 Оформить отчет. 
 
Требования к отчету 
 
1 Цель работы.  
2 Постановка задачи.  
3 Результаты задания.  
4 Выводы. 
 
Составление  
1 Экспортировать данные реализаций случайных процессов, сгенери-

рованные в практической работе № 1, в программу STATISTICA, дать названия 
переменным R, N (0, 1), N (a, b, 0), N (a, b, R1). 

2 С помощью модуля Times Series/Forecasting визуально представить слу-
чайные процессы и выдвинуть предположение о стационарности. 

3 Построить автокорреляционные функции для каждой переменной. 
4 Проверить коэффициенты автокорреляции на значимость. 
5 Для реализаций, в которых стационарность не подтвердилась, выполнить 

проверку на принадлежность совокупности с нормальным распределением. 
 
Методические указания  
 
В математике и статистике стационарный процесс (так называемый 

строгий / строго стационарный процесс или сильный / сильно стационарный 
процесс) представляет собой случайный процесс, у которого условное 
совместное распределение вероятностей не меняется при сдвиге во времени. 
Следовательно, такие параметры, как среднее значение и дисперсия, также не 
изменяются с течением времени. 

Так как предположение стационарности лежит в основе многих 
статистических процедур, используемые при анализе временных рядов 
нестационарные случайные процессы часто преобразуют к стационарным. 
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Наиболее распространенной причиной нарушения стационарности является 
тенденция в среднем, что может быть обусловлено наличием детер-
минированного тренда. 

Второй причиной нарушения стационарности может быть наличие 
периодического воздействия (влияние сезонности). 

В STATISTICA такой анализ проводится в модуле Advanced 
Linear/Nonlinear Models, анализ сезонности – в модуле Times Series/Forecasting 
(рисунок 2.1). 

 

 
 
Рисунок 2.1 – Копия экрана 
 
Методы тестирования стационарности 
1 Графический анализ временного ряда. На графике, возможно, явно будет 

виден тренд или сезонность. Разброс значений со временем может либо 
нарастать, либо убывать (это наводит на мысль о непостоянстве сред- 
него и дисперсии). 

2 Построение и анализ графика выборочной автокорреляционной функции 
(коррелограммы). С ростом τ коррелограмма стационарного ряда достаточно 
быстро затухает или же наблюдаются незначимые, малые значения коэффи-
циентов автокорреляции, близкие к нулю. Если же коррелограмма убывает 
медленно, есть основания предполагать нестационарность (рисунок 2.2). 

3 Использование формальных тестов: 
– статистика Бокса-Пирса для тестирования на белый шум; 
– тест Дики-Фуллера (Dickey, Fuller, 1976) на наличие единичного корня; 
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– критерии, определяющие характер временного ряда (критерий 
серий, основанный на медиане, критерий восходящих и нисходящих серий). 

 
кореллограмма для стационарного процесса

доверительный  интервал
-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0
0

 15 -,107 ,0909

 14 -,043 ,0914

 13 -,206 ,0920

 12 +,047 ,0925

 11 -,257 ,0930

 10 -,100 ,0935

  9 +,079 ,0940

  8 -,037 ,0946

  7 -,110 ,0951

  6 +,249 ,0956

  5 -,088 ,0961

  4 +,001 ,0966

  3 +,176 ,0971

  2 +,066 ,0976

  1 -,077 ,0980

Lag Corr. S.E.

0

29,84 ,0125

28,45 ,0124

28,23 ,0084

23,23 ,0259

22,97 ,0179

15,35 ,1200

14,20 ,1156

13,49 ,0960

13,34 ,0642

12,01 ,0619

 5,21 ,3913

 4,38 ,3576

 4,38 ,2237

 1,07 ,5854

  ,62 ,4314

  Q p

 
 
Рисунок 2.2 – Автокорреляционная функция для нестационарного и стационарного 

случайного процессов  
 

Проверка случайного процесса на нормальность в программе STATISTICA 
осуществляется следующим образом. 

После ввода данных в таблицу вызывается стартовая панель моду- 
ля «Основные статистики и таблицы» (Basic Statistics/Tables). В средней части 
окна Descriptive Statistics (Описательные статистики) слева находится блок 
проверки распределений (Distribution). Чтобы проверить, относятся ли 
показатели выбранной переменной к распределяемым по нормальному закону, 
нужно поставить галочку в окне возле пункта K-S and Lilliefors test for normality 
(Критерий Колмогорова-Смирнова и Лилиефорса для нормальности) и нажать 
на кнопку Histograms (гистограммы). В появившемся окне приводятся гисто-
грамма распределения значений переменной и наложенная на нее кривая 
нормального распределения, сопоставление которых позволяет визуально 
оценить характер распределения. 

В верхней части окна указывается достоверность отличия проверяемого 
распределения от нормального, характеризуемая уровнем значимости р 
(вероятность неправильного отвержения гипотезы, если она верна). Если 
уровень значимости р < 0,05, то распределение отлично от нормального на 
основании соответствующего критерия. И наоборот, если р > 0,05, то 
наблюдаемая величина распределена нормально. Зная вид распределения, в 
дальнейшей обработке можно применить оптимальные статистические методы.  

 
Контрольные вопросы 
 
1 В чем заключается свойство стационарности случайных процессов? 
2 В чем заключается свойство эргодичности случайных процессов? 
3 Опишите алгоритм проверки гипотезы о стационарности случайного 

процесса. 
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4 Какие критерии используются для тестирования нормального 
распределения данных? 

 
 
3 Практическая работа №  3. Марковские случайные 

процессы, классификация. Марковские цепи в R 
 
Цель работы: аналитическое и численное исследование дискретной цепи 

Маркова; проверка матрицы на стохастичность и цепи Маркова на 
эргодичность. 

 
Порядок выполнения работы 
 
1 Изучить основные теоретические положения, сделав необходимые 

записи в конспект. 
2 Получить задание у преподавателя, выполнить типовые задания.  
3 Сделать выводы по результатам исследования.  
4 Оформить отчет. 
 
Требования к отчету 
 
1 Цель работы.  
2 Постановка задачи.  
3 Результаты задания.  
4 Выводы. 
 
Задание 
1 Изучить теоретический материал, касающийся установки и начала 

работы в R. 
2 Изучить функции R для осуществления основных операций с матрицами. 
3 Придумать эргодическую марковскую цепь, состоящую из четырех 

состояний (не забудьте, что всегда должны быть вероятности перехода из 
состояния i в состояние i, т. е. вероятности остаться в текущем состоянии).  

4 Записать матрицу T переходных вероятностей и задать начальный вектор 
состояний, точность и количество шагов. 

5 Создать в R матрицу T при помощи одноименной функции matrix().  
6 Построить граф состояний марковской цепи. 
7 Найти матрицу переходных вероятностей за 2, 3, 4, 5 шагов. 
8 Определить распределение вероятностей состояний системы за 1, 2, 3, 4, 

5, 6 шагов, имея начальное состояние системы. 
 
Методические указания  
 
В R для работы с матрицами используют следующие функции: 
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– %*% – матричное умножение; 
– t(x) – транспонированная матрица; 
– diag(x) – диагональ матрицы; 
– solve(a, b) – решает систему уравнений a %*% x = b; 
– solve(a) – обратная матрица; 
– colSums, rowSums, colMeans, rowMeans – суммы и средние по столбцам 

и по строкам. 
Для работы с графами используется библиотека library(igraph). 
 
Пример решения задачи R  
 
Задача. Погода классифицируется в прогнозах как ясная, умеренно 

пасмурная и пасмурная. Если погода ясная, то вероятность, что она будет ясной 
на следующий день, составляет 0,5; вероятность, что она будет умеренно 
пасмурной, равна 0.4; вероятность пасмурной погоды на следующий день 
составляет 0,1,  

Если погода умеренно пасмурная, то вероятность, что на следующий день 
она будет ясной, равна 0,3; вероятность, что погода останется умеренно 
пасмурной, равна 0,5; вероятность пасмурной погоды на следующий день 
составляет 0,2. 

Если же погода пасмурная, то вероятность, что она будет ясной на 
следующий день составляет 0,2; вероятность что она станет умеренно 
пасмурной, равна 0,4; вероятность, что на следующий день она останется 
пасмурной, равна 0,4. 

Если вероятность ясной погоды в воскресенье равна 0,6, а вероятность 
умеренно пасмурной – 0,4, то какова вероятность, что погода в понедельник 
будет ясной?  

Какова вероятность, что во вторник погода будет умеренно пасмурной?  
 
Решение  
 
Если порядок, в котором перечисляются погодные условия таков: ясно, 

умеренно пасмурно, пасмурно, то P0 = (0,6; 0,4; 0). 
Зададим матрицу переходных вероятностей и вектор начального состояния 

(рисунок 3.1). 
 

 
 
Рисунок 3.1 – Задание начальных условий  
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Вектор вероятностей состояний в понедельник определяется умножением 
вектора P0 на матрицу T (рисунок 3.2). 

 

 
 
Рисунок 3.2 – Определение вектора вероятностей состояний  
 
Таким образом, вероятность, что в понедельник будет ясная погода, 

равна 0,42. 
Пусть )1(2P – вероятность того, что во вторник будет ясная погода, )2(2P  – 

вероятность того, что во вторник будет умеренно пасмурно , )3(2P  – вероятность 
того, что во вторник будет пасмурно. 

Тогда 2012 TPTPP  , реализация в R на рисунке 3.3.  
Следовательно, вероятность того, что во вторник будет умеренно 

пасмурная погода, равна 0,44 (рисунок 3.3). 
 

 
 
Рисунок 3.3 – Реализация в R 

 
Контрольные вопросы 

1 Определение цепи Маркова. 
2 Классификация цепей Маркова. 
3 Свойства цепей Маркова. 
4 Состояния цепи Маркова. 
5 Дискретные и непрерывные цепи Маркова. 
6 Вероятности перехода за m шагов для однородной марковской цепи. 
 

4 Практическая работа №  4. Непрерывные цепи Маркова, 
уравнение Колмогорова 

 
Цель работы: определение финальных вероятностей марковского 

случайного процесса, протекающего в системе с дискретными состояниями и 
непрерывным временем в среде R. 

 
Порядок выполнения работы 
 
1 Изучить основные теоретические положения, сделав необходимые записи 

в конспект. 
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2 Получить задание у преподавателя, выполнить типовые задания.  
3 Сделать выводы по результатам исследования.  
4 Оформить отчет. 
 
Требования к отчету 
 
1 Цель работы.  
2 Постановка задачи.  
3 Результаты задания.  
4 Выводы. 
 
Задание 
1 Записать систему дифференциальных уравнений Колмогорова согласно 

своему варианту, полученному у преподавателя.  
2 Выяснить наличие стационарного режима, составить систему уравнений 

для этого режима. Найти финальные вероятности в среде R. 
3 Оформить отчет. 
 
Вариант 1  
В небольшом городе имеются два универсама – «Дешевый» (Д)  

и «Ближний» (Б), у каждого из которых сформировался свой круг покупателей. 
Однако каждую неделю 10 % покупателей из Д переходят к Б и 20 % покупате- 
лей Б меняют его на Д. Случайным образом выбирается один местный житель и 
еженедельно опрашивается – в каком из универсамов он производит покупки. 
Определяет ли последовательность его ответов марковскую цепь? Построить 
орграф и матрицу переходов. Вычислить вероятность того, что если покупатель 
был замечен на этой неделе в Д, то он еще будет покупать в Д две недели спустя. 
Найти предельные вероятности. 

 
Вариант 2  
У некоторого профессора имеется три излюбленных вопроса, один из 

которых он задает на каждом экзамене. Он никогда не задает какой-либо из этих 
вопросов два раза подряд. Если в прошлый раз им был задан вопрос А, то он 
бросает монету и задает вопрос В, если выпадает герб; если это был вопрос В, 
то он бросает две монеты и задает вопрос С, если выпадает два герба. Если это 
был вопрос С, то он бросает три монеты и задает вопрос А, если выпадает три 
герба. Построить матрицу и орграф данной цепи Маркова. Какой из вопросов 
профессор задает чаще всего? 

 
Вариант 3  
Предположим, что мужчин можно разделить по их профессиям на 

квалифицированных рабочих, неквалифицированных рабочих и служащих. 
Допустим, что 80 % сыновей квалифицированных рабочих становятся квали-
фицированными рабочими, 10 % – служащими и 10 % – неквалифициро-
ванными рабочими. Из сыновей служащих 60 % пусть становятся служащими, 
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20 % – квалифицированными рабочими и 20 % – неквалифицированными 
рабочими. Наконец, 50 % сыновей неквалифицированных рабочих пусть 
будут неквалифицированными рабочими и по 25 % приходится на долю двух 
других категорий. Считая, что каждый мужчина имеет только одного сына, 
найти вероятность того, что внук неквалифицированного рабочего будет 
квалифицированным рабочим. Найти предельные вероятности. 

 
Вариант 4  
Исследование рынка выявило характер поведения потребителей относи-

тельно трех сортов кофе А, В и С. Анализ показал, что из покупателей, 
предпочитающих в некотором месяце сорт А, в следующем месяце 60 % покупают 
снова кофе сорта А, 30 % переключаются на сорт В и 10 % переходят к сорту С. 
Для сортов кофе В и С проценты переключения потребительского спроса равны: 
50 % от В к А, 30 % от В к В, 20 % от В к С, 40 % от С к А, 40 % от С к В и 20 % 
от С к С. Составить матрицу переходов и орграф. Какова вероятность того, что 
покупатель через два месяца будет покупать тот же сорт кофе, который он 
потребляет сейчас? Предполагается, что сейчас покупатель с равной 
вероятностью покупает любой сорт кофе. Найти предельные вероятности. 

 
Вариант 5  
В городе N каждый житель имеет одну из трех профессий: А, В, С. Дети 

отцов, имеющих профессии А, В, С, сохраняют профессии отцов с вероятностя- 
ми 3/5, 2/3, 1/4 соответственно, а если не сохраняют, то с равными вероятностями 
выбирают любую из двух других профессий. Найти распределение по профессиям 
в следующем поколении, если в данном поколении профессию А имело 20 % 
жителей, В – 30 %, С – 50 %. Найти предельное распределение по профессиям. 

 
Вариант 6  
Потребление электроэнергии летом тесно связано с температурой воздуха. 

Поэтому производители электроэнергии должны в принципе учитывать 
вероятности установления жаркой, умеренной или холодной погоды. 
Предположим, что прогноз погоды на завтра определяется лишь сегодняшней 
погодой. После холодной погоды сегодня с равными вероятностями завтра 
может быть жара, тепло или холод. После сегодняшней жары в половине случаев 
завтра будет тепло, а в третьей части случаев – снова жара. Если сегодня тепло, 
то завтра с вероятностью 1/2 будет жара и с вероятностью 1/3 – тепло. Построить 
орграф и переходную матрицу. Охарактеризовать цепь и ее отдельные состояния. 
Какова вероятность того, что в ближайшие два дня сохранится сегодняшняя 
погода? Предполагается, что сегодня с равной вероятностью может быть жарко, 
тепло, холодно. Найти предельные вероятности. 

 
Вариант 7  
Рассмотреть процесс функционирования системы – работу одного 

прибора, который в начальный момент времени может находиться в двух 
состояниях: исправном и неисправном. В результате наблюдений за работой 
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прибора определены следующие вероятности: вероятность того, что прибор 
останется в исправном состоянии, равна 85 раз, в неисправном – 15 раз; 
вероятность перехода прибора из неисправного состояния в исправное равна 
0,95, а вероятность того, что прибор останется в неисправном состоянии, – 0,5. 
Определить вероятности состояния прибора через шесть суток. Определить 
вероятность того, что прибор будет исправен через двое суток. Найти 
стационарные вероятности. Определить наиболее вероятное состояние прибора 
при установившемся режиме.  

 
Методические указания 
 
Рассмотрим пример решения в R следующей задачи. 
Радиотехническое устройство (система S) имеет возможные состояния S1, 

S2, S3, S4. Размеченный граф системы S представлен на рисунке 4.1. 
 

 
 
Рисунок 4.1 – Размеченный граф состояний системы S 
 
Для определения финальных вероятностей в стационарном режиме 

составлена система уравнений 
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Рассмотрим решения системы линейных уравнений в R, описывающих 

стационарный режим для системы. 
Ввод матрицы коэффициентов и определение ее ранга представлен  

на рисунке 4.2.  
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Рисунок 4.2 – Пример ввода матрицы в R 
 
Ранг системы меньше на единицу числа переменных, последнее уравнение 

является обязательным условием нормировки, следовательно, любое из первых 
трех уравнений можно исключить как линейно зависимое и решить 
полученную систему (рисунок 4.3). 

 

 
 
Рисунок 4.3 – Получение финальных вероятностей в стационарном режиме 
 
Таким образом, найдены вероятности pi нахождения системы  

в i-м состоянии: p1 = 0,24; p2 = 0,06; p3 = 0,35; p4 = 0,35. 
 
Контрольные вопросы 
 
1 Какова физическая интерпретация вероятностей состояний дискретной 

марковской системы с непрерывным временем? 
2 Чем характеризуется предельный стационарный режим?  
3 Какой случайный процесс называется эргодическим?  
4 Сформулируйте правило составления уравнений Колмогорова по 

размеченному графу состояний системы. 
 
 



 

 

17 

5 Практическая работа №  5. Одноканальная  
и многоканальная система массового обслуживания с отказами. 
Анализ эффективности в EXCEL 

 
Цель работы: исследование системы массового обслуживания (СМО); 

проверка основных теоретических формул; анализ показателей эффективности; 
исследование способов повышения пропускной способности системы и 
последствий их применения.  

 
Порядок выполнения работы 
 
1 Изучить основные теоретические положения, сделав необходимые записи 

в конспект. 
2 Получить задание у преподавателя.  
3 Реализовать задание.  
4 Дать обоснование полученного решения. 
5 Сделать выводы по результатам исследований.  
6 Оформить отчет. 
 
Требования к отчету 
 
1 Цель работы.  
2 Постановка задачи.  
3 Результаты решения задания в EXCEL. 
4 Выводы. 
 
Задание  
Рассматривается n-канальная система массового обслуживания (СМО)  

с отказами. Поток заявок, поступающих в СМО, простейший с интенсив- 
ностью . Среднее время обслуживания заявки равно t минут. Время 
обслуживания распределено по показательному закону. Определить: 

а) число каналов, при котором вероятность того, что заявка получит отказ, 
не больше а; 

б) абсолютную пропускную способность СМО; 
в) среднее число каналов, занятых обслуживанием заявок; 
г) среднее время пребывания заявки в СМО; 
д) среднее время простоя одного (произвольно взятого) канала. 

Методические указания  
 
Одноканальная СМО с отказами. Предположим, что система массового 

обслуживания имеет один канал обслуживания. Входящий поток заявок на 
обслуживание имеет интенсивность λ. Интенсивность потока обслуживания 
равна μ (т. е. в среднем непрерывно занятый канал будет выдавать μ 
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обслуженных заявок). Заявка, поступившая в момент, когда канал занят, 
покидает его. Размеченный граф состояний одноканальной СМО представ- 
лен на рисунке 5.1. 

 

 
 

Рисунок 5.1 – Граф состояний 
 
Состояние системы S0 обозначает, что канал свободен, а S1 – что канал 

занят обслуживанием заявки. Финальные вероятности P0 (вероятность 
обслуживания заявки Pобс) и P1 (вероятность отказа в обслуживании посту-
пающей в СМО заявки Pотк, т. к. канал занят обслуживанием предыдущей 
заявки) вычисляются по формулам 

 

0 1;P P
 
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. 

 
Абсолютная пропускная способность такой СМО  
 

0PA  . 
 

Многоканальная СМО с отказами. Пусть СМО содержит n каналов, 
интенсивность входящего потока заявок равна λ, интенсивность обслуживания 
заявки каждым каналом равна μ. Размеченный граф состояний системы 
изображен на рисунке 5.2.  

 

 
 

Рисунок 5.2 – Граф состояний системы 
  
Состояние S0 означает, что все каналы свободны, состояние Sk (k =1, …, n) 

означает, что обслуживанием заявок заняты k каналов. Переход из одного 
состояния в другое соседнее правое происходит скачкообразно под 
воздействием входящего потока заявок интенсивностью λ независимо от числа 
работающих каналов (верхние стрелки). Для перехода системы из одного 
состояния в соседнее левое неважно, какой именно канал освободится. 
Величина kμ характеризует интенсивность обслуживания заявок при работе в 
СМО k каналов (нижние стрелки). 

Для нахождения финальных вероятностей следует воспользо- 
ваться формулами 
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Вероятность отказа в обслуживании заявки pотк равна вероятности того, 

что все каналы заняты, т. е. система находится в состоянии Sn, и определяется 
по формуле  
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Задачи теории массового обслуживания – это нахождение 

вероятностей различных состояний СМО, а также установление 
зависимости между заданными параметрами (числом каналов п, 
интенсивностью потока заявок λ, распределением времени обслуживания 
и т. д.) и характеристиками эффективности работы СМО. В качестве 
таких характеристик могут рассматриваться, например, следующие. 

Относительная пропускная способность СМО 
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Абсолютная пропускная способность 
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Среднее число занятых обслуживанием каналов обслуживания 
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Контрольные вопросы 
 
1 Дайте определение системы массового обслуживания и назовите ее 

основные элементы. 
2 Укажите сферы применения СМО. 
3 Сформулируйте предмет, цели и задачи теории массового 

обслуживания. 
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4 Приведите примеры и структурные схемы простых и сложных 
систем СМО. 

5 Какими методами могут быть исследованы СМО? 
6 Какого типа задачи решаются при исследовании СМО? 
7 Какие показатели используются для характеристики СМО? 
8 Назовите основные параметры СМО с отказами и с ограниченным 

временем ожидания. 
9 Приведите формулы Эрланга для СМО с отказами. 
 
 
6 Практическая работа №  6. Одноканальная  

и многоканальная системы массового обслуживания  
с неограниченной очередью. Анализ эффективности в EXCEL 

 
Цель работы: исследование с помощью EXCEL одноканальных и 

многоканальных СМО с неограниченной очередью; анализ влияния времени 
обслуживания на основные характеристика СМО. 

 
Порядок выполнения работы 
 
1 Изучить основные теоретические положения, сделав необходимые 

записи в конспект. 
2 Получить данные для выполнения задания у преподавателя.  
3 Реализовать задание.  
4 Дать обоснование полученного решения. 
5 Сделать выводы по результатам исследований.  
6 Оформить отчет. 
 
Требования к отчету 
 
1 Цель работы.  
2 Постановка задачи.  
3 Результаты решения задания в EXCEL.  
4 Выводы. 
 
Задание 1 (одноканальная система с неограниченной очередью). 
В порту имеется один причал для разгрузки судов. Интенсивность потока 

судов равна λ судов в сутки. Среднее время разгрузки одного судна 
составляет tоб суток. Предполагается, что очередь может быть неограниченной 
длины. Найти показатели эффективности работы причала, а также вероятность 
того, что ожидают разгрузки не более чем m судов. 
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Задание 2 (многоканальная система с неограниченной очередью) 
Магазин с двумя продавцами. Предполагается, что простейший поток 

покупателей поступает с интенсивностью λ человек в час. Время обслуживания 
заявки – случайная величина, которая подчиняется экспоненциальному закону 
распределения с параметром, равным μ человек в час. Определить показатели 
эффективности СМО. 

 
Методические указания  
 
Имеется одноканальная СМО с очередью, на которую не наложены 

никакие ограничения (ни по длине очереди, ни по времени ожидания). Система 
может находиться в одном из состояний S0, S1 , S2, …, Sk, по числу заявок, 
находящихся в СМО: S0 – канал свободен, S1 – канал занят (обслуживает 
заявку), S2 – канал занят, одна заявка стоит в очереди; Sk – канал занят,  
k – 1 заявок стоят в очереди и т. д. Граф состояний СМО представ- 
лен на рисунке 6.1. 

 

 

 
Рисунок 6.1 – Граф состояний  
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Вероятность того, что заявка окажется в очереди, 
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Для n-канальной СМО с неограниченной очередью, используя прежние 

приемы, можно найти: 
– среднее число занятых каналов 
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– среднее число заявок в очереди 
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– среднее число заявок в системе 
 

 ochsist LL . 
 
Контрольные вопросы 
 
1 Что относится к основным характеристикам и показателям 

эффективности систем массового обслуживания? 
2 Укажите основные свойства (характеристики) входящего пото- 

ка требований. 
3 Перечислите основные особенности и характеристики систем массового 

обслуживания с ожиданием. 
4 Каковы основные характеристики СМО с отказами? 
5 Приведите примеры различных видов СМО. 
 
 
7 Практическая работа №  7. Модели авторегрессии 

скользящего среднего ARIMA (р,q) в STATISTICA 
 
Цель работы: ознакомление с модулем «временные ряды» и прогно-

зирование (Time Series/Foregasting); подбор модели авторегрессии и 
скользящего среднего к заданному временному ряду; составление прогноза по 
полученному уравнению и оценка адекватности модели. 

 
Порядок выполнения работы 
 
1 Изучить основные теоретические положения, сделав необходимые 

записи в конспект. 
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2 Получить данные для выполнения задания у преподавателя.  
3 Подобрать уравнение для прогноза. 
4 Построить графики с прогнозом. 
5 Привести графики, подтверждающие адекватность модели: график и 

гистограмму остатков, нормальный вероятностный график (Normal Probability 
Plot), коррелограмму остатков. 

6 Оформить отчет. 
 
Требования к отчету 
 
1 Цель работы.  
2 Постановка задачи.  
3 Результаты выполнения задания.  
4 Выводы. 
 
Методические указания  
 
АРПСС (ARIMA) – сложная модель, требующая определенного опыта в 

использовании. Анализ и прогнозирование поведения временного ряда состоит 
из нескольких этапов, включающих выполнение различных статистических и 
сервисных процедур: 

– восстановление пропущенных данных; 
– преобразование ряда к стационарному виду; 
– идентификация модели, т. е. подбор порядка модели р и q; 
– оценка параметров модели; 
– проверка адекватности модели; 
– прогноз по модели. 
 
Восстановление пропущенных данных. Для обработки пропусков (Мissing 

data) могут использоваться пять различных способов: 
1) общее среднее (среднее по всем наблюдениям); 
2) интерполяция по ближайшим точкам (двум соседним); 
3) среднее, рассчитанное по N ближайшим точкам (N задается студентом 

самостоятельно); 
4) медиана ряда, составленного из N ближайших точек; 
5) восстановление по уравнению линейной регрессии. 
Преобразование ряда к стационарному виду. Модель АРПСС (ARIMA) 

применима только к стационарным рядам, поэтому сначала надо построить 
график для своих данных и, если ряд не отвечает этому требованию, 
многократными преобразованиями привести его к стационарному виду.  

Рекомендуются следующие преобразования: 
– логарифмирование для стабилизации дисперсии и уменьшения амплитуд 

колебания временного ряда (вкладка х = f(x)); 
– удаление тренда (вкладка х = f(x)); 
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– взятие разности первого или более высокого порядков на вкладке 
«Разность» (Difference) для удаления линейного тренда; 

– сглаживание (вкладка Smoоthing); 
– вычитание среднего, стандартизация ряда (вкладка х = f(х)). 
Для проверки стационарности целесообразно также строить для каждого 

преобразованного ряда график автокорреляционной функции (вкладка 
«Автокорреляции» (Autocorrs)). У стационарного ряда график автокор-
реляционной функции стремится к нулю с увеличением лага. 

Следующим шагом является подбор порядка модели АРПСС (ARIMA). 
Модель – это уравнение, по которому будут вычисляться прогнозируемые 
величины. Идентификация модели –это выбор конкретного вида уравнения. 
Необходимо указать программе, сколько слагаемых будет в уравнении 
авторегрессии (р), а сколько – в уравнении скользящего среднего (q). Величины 
p и q называются параметрами модели. Например, при р = 1 и q = 1 уравнение 
модели будет выглядеть следующим образом: 

 
уt = φ1уt–1 + θ1εt–1 + const, 

 
где уt – значение исследуемой величины в момент времени t;  
      уt–1 – значение исследуемой величины в предыдущий момент времени;  
      εt–1 – знание случайной составляющей исследуемой величины в момент 
времени t – 1;  

φ1, θ1 – коэффициенты уравнения по методу наименьших квадратов. 
Идентификация модели. Предварительный вывод о порядке модели 

скользящего среднего можно сделать по числу первых q значимых значений 
автокорреляционной функции (АКФ). Указанное правило хорошо, если подо 
бранный порядок невелик, например, от одного до трех-четырех. 

Для подбора порядка авторегрессии р большую информацию дает вид 
частной автокорреляционной функции (ЧАКФ). Если значим первый 
коэффициент автокорреляции, то р = 1. Если значимы два первых коэф-
фициента, то р = 2. Решение, какие значения задать для р и q, является не 
простым и требует эксперимента с различными моделями. Тем не менее, можно 
выделить следующие практические рекомендации, обобщающие оба графика: 

– задать параметр р = 1, если АКФ экспоненциально убывает, а ЧАКФ 
имеет резко выделяющееся значение на лаге 1, нет корреляции на других лагах; 

– задать параметр р = 2, если АКФ имеет форму синусоиды или 
экспоненциально убывает, ЧАКФ имеет резко выделяющиеся значения  
на лагах 1 и 2; 

– задать параметр q = 1, если АКФ имеет резко выделяющееся значение на 
лаге 1, нет корреляции на других лагах. ЧАКФ экспоненциально убывает; 

– задать параметр q = 2, если АКФ имеет резко выделяющееся значение на 
лагах 1 и 2, нет корреляции на других. ЧАКФ имеет форму синусоиды или 
экспоненциально убывает; 

– задать р = 1 и q = 1, если АКФ экспоненциально убывает с лага 1, ЧАКФ 
экспоненциально убывает с лага 1. 
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Оценивание параметров модели. После выбора количества оцениваемых 
параметров осуществляется непосредственно их оценка (Begin para- 
meters estimation). 

Если итерационный процесс вычисления коэффициентов сошелся, то 
появится окно с результатами вычислений «Результаты АРПСС» (Single Series 
ARIMA Results). В информационной области диалогового окна результатов 
высвечиваются следующие сведения: 

– имя ряда наблюдений; 
– перечень преобразований (Transformations), которым подвергался ряд; 
– вид модели: Model (p, d, q), где d – число преобразований типа взятия 

разностей первого или более высоких порядков; 
– количество наблюдений в исходном ряду (No. of obs); 
– начальное и конечное значения остаточной суммы квадратов SS  

и средний квадрат остатков MS; 
– числовые значения коэффициентов уравнения и их стандартные ошибки. 
Коэффициенты уравнения модели устойчивы, если они, по меньшей мере, 

в два раза превышают свои стандартные ошибки. Красным цветом выделяются 
значимые коэффициенты. 

Прогноз по модели. Параметры прогноза можно задать в окне результатов 
на вкладке «Дополнительно» (Advаnced) в поле «Прогноз» (Foregasting): 

– заблаговременность – «Число наблюдений» (Number of Cases); 
– номер элемента ряда, с которого предполагается начать, – «Прогноз» 

(Start at Case); 
– доверительную вероятность прогноза – «Уровень доверия» 

(Confidence level). 
График ряда с добавленными спрогнозированными значениями красного 

цвета и доверительными интервалами для них можно получить, щелкнув на 
кнопке «График ряда и прогнозов» (Plot series &forecasts).  

Рекомендуется построить несколько моделей и выбрать лучший вариант. 
Существует два варианта задания ряда для прогноза, связанных с 

ограничениями модели. Если для прогноза задается имя исходного ряда, то 
модель автоматически учитывает преобразования только типа взятия разностей 
(параметр d) и выдает результаты для исходного ряда. Если при приведении 
ряда к стационарному виду использовались преобразования других типов, то 
прогноз надо заказывать для преобразованного ряда. Так как результаты 
промежуточных преобразований хранятся в модуле, то пересчет спрогно-
зированных величин на ряд наблюдений не представляет сложностей. 

Анализ адекватности модели данным. К сожалению, единого общего 
правила для этого анализа нет. Более или менее обоснованное решение можно 
принять, сравнив имеющиеся наблюдения со значениями, полученными с 
помощью подобранной модели. 

Разности между наблюдаемыми и предсказанными значениями называют 
остатками. Анализ остатков позволяет получить представление, насколько 
хорошо подобрана сама модель и насколько правильно выбран метод оценки 
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коэффициентов. Предполагается, что модель адекватна, если выполняют- 
ся два требования: 

1) остатки независимы; 
2) остатки распределены по нормальному закону. 
Для проверки независимости остатков обычно используют критерий 

серий, критерий Дарбина-Уотсона, автокорреляционную функцию. В модели 
ARIMA для этих целей предлагается использовать автокорреляционную 
функцию (коррелограмму). 

Для проверки нормальности распределения остатков чаще всего 
используется график на нормальной вероятностной бумаге, а также критерии 
Колмогорова-Смирнова, хи-квадрат и т. д. 

Если коэффициенты автокорреляции остатков незначимы (не выходят за 
пределы доверительного коридора) и расположены хаотично, то остатки 
независимы. 

Если модель не адекватна, то придется начать моделирование сначала, с 
подбора новых р и q или с более раннего этапа – преобразования ряда к 
стационарному виду. 

 
Контрольные вопросы 
 
1 Каким образом рассчитывается автокорреляционная функция ряда и что 

она характеризует? 
2 Дайте определение стационарного временного ряда. 
3 Какие виды преобразований ряда к стационарному виду имеются в модуле? 
4 Какие величины называются параметрами модели? 
5 Как используются графики АКФ и ЧАКФ при подборе порядка модели? 
6 Как проверить адекватность модели? 
 

8 Практическая работа №  8. Тренд и сезонность в модели 
Бокса-Дженкинса в STATISTICA, R 

 
Цель работы: обработка временных рядов в рамках пакетов STATISTICA, 

R, составление прогноза значения наблюдаемого показателя на определенный 
период вперед с учетом сезонности. 

 
Порядок выполнения работы 
 
1 Изучить основные теоретические положения, сделав необходимые 

записи в конспект. 
2 Получить задание у преподавателя. 
3 Выполнить задание. 
4 Дать обоснование полученного решения. 
5 Сделать выводы по результатам исследований.  
6 Оформить отчет. 
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Требования к отчету 
 
1 Цель работы.  
2 Постановка задачи.  
3 Результаты задания  
4 Выводы. 
 
Задание  
1 Построить аддитивную и мультипликативную модели сезонности 

исходного временного ряда. 
2 Построить график сезонной волны в аддитивном и мультипликатив- 

ном случае. 
3 Выбрать оптимальную модель, используя различные критерии и сделать 

по ней прогноз на один год вперед. 
 
Методические указания 
 
Для ряда внутригодовой динамики, в которой не наблюдается тенденция 

роста (или она незначительна), изучение сезонности основано на методе 
постоянной средней: 

 

y

y
I i

i  , 

 
где iy  – осредненные эмпирические уровни ряда по одноименным периодам; 

      y  – общий средний уровень ряда. 

Сезонные колебания при отчетливо выраженной тенденции могут быть 
описаны с помощью построения трендовой модели с аддитивной или 
мультипликативной сезонной компонентой.  

Аддитивная модель имеет следующий вид:  
 

Y = T +S + E. 
 

Эта модель предполагает, что каждый уровень временного ряда может 
быть представлен как сумма трендовой T, сезонной S и случайной Е компонент.  

Мультипликативная модель выглядит следующим образом:  
 

Y = T S E. 
 
Эта модель предполагает, что каждый уровень временного ряда может 

быть представлен как произведение трендовой (T), сезонной (S) и случайной (Е) 
компонент. Выбор одной из двух моделей осуществляется на основе анализа 
структуры сезонных колебаний.  
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Если амплитуда колебаний приблизительно постоянна, строят аддитивную 
модель временного ряда, в которой значения сезонной компоненты 
предполагаются постоянными для различных циклов.  

Если амплитуда сезонных колебаний возрастает или уменьшается, строят 
мультипликативную модель временного ряда, которая ставит уровни ряда в 
зависимость от значений сезонной компоненты.  

Построение аддитивной и мультипликативной моделей сводится к расчету 
значений Т, S и Е для каждого уровня ряда.  

Процесс построения модели включает следующие шаги: 
– выравнивание исходного ряда методом скользящей средней; 
– расчет значений сезонной компоненты; 
– устранение сезонной компоненты из исходных уровней. 
После этого наступает очередь шагов второго уровня: 
– получение выравненных данных в аддитивной или мультипликативной 

модели соответственно; 
– аналитическое выравнивание этих, один раз уже выравненных уровней 

суперпозиции компонент тренда и циклической и расчет значений тренда в этой 
усовершенствованной модели с использованием полученного урав- 
нения тренда; 

– расчет уже по этой модели значений суперпозиции тренда и циклической 
компоненты и расчет абсолютных и относительных ошибок. 

Если полученные значения ошибок не содержат автокорреляции, то ими 
можно заменить исходные уровни ряда и в дальнейшем использовать 
временной ряд ошибок для анализа взаимосвязи исходного ряда и других 
временных рядов. 

Иногда строится модель регрессии с включением (явно) фактора времени 
и фиктивных переменных. При этом количество фиктивных переменных 
должно быть на единицу меньше числа моментов (периодов) времени внутри 
одного цикла колебаний. Каждая фиктивная переменная отражает сезонную 
(циклическую) компоненту ряда для какого-либо одного периода, поэтому она 
просто численно равна единице для данного периода и нулю для всех остальных 
периодов. Основным недостатком модели с фиктивными переменными 
является большое количество фиктивных переменных во многих случаях и тем 
самым снижение числа степеней свободы. В свою очередь, уменьшение числа 
степеней свободы снижает вероятность получения статистически значимых 
оценок параметров уравнения регрессии. 

Процесс построения модели сезонности может быть осуществлен в 
STATISTICA (модуль Times Series/Forecasting – Census Method 1) или в 
программной среде R c использованием библиотеки library («TTR»). 

Для выделения компонент может быть применена функция decompose(). 
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Контрольные вопросы 
 

1 Опишите алгоритм нахождения индексов сезонности в аддитивной модели. 
2 Опишите алгоритм нахождения индексов сезонности в мульти-

пликативной модели. 
3 Какое правило должно выполняться для индексов сезонности в 

аддитивной модели? 
4 Какое правило должно выполняться для индексов сезонности в 

мультипликативной модели? 
5 Что такое сезонная волна? 
6 Как рассчитать прогноз по аддитивной модели на следующий период? 
7 Как рассчитать прогноз по мультипликативной модели на следующий период? 
8 Как рассчитывается средняя относительная ошибка прогноза (ошибка 

аппроксимации)? 
9 Какие пределы средней относительной ошибки прогноза считаются 

допустимыми? 
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