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УДК 621.1.016.4 

Г. С. Леневский, канд. техн. наук, доц., А. Е. Моисеев, А. В. Жлоба  

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ НАГРЕВА  
В ТЕРМОСТАТИЧЕСКИХ УСТАНОВКАХ 

 

Работа посвящена созданию математической модели протекания теплообменных процессов в тер-
мостатических установках, в которой учтены основные параметры, влияющие на характер протекания и 
качество процессов. Показана адекватность разработанной параметрической модели на основании мате-
матической модели экспериментальным данным, что подтверждает возможность её использования тер-
мостатическими установками для оптимизации конструкции и режимов работы. 
 

В настоящее время в сельском хо-
зяйстве для искусственного осеменения 
крупного рогатого скота используют 
криоконсервированный биологический 
материал элитных быков производителей. 
Для применения и исследования заморо-
женный в жидком азоте биологический 
материал размораживают в специально 
разработанных для этих целей термоста-
тических установках (термостатах) в 
строгом соответствии с требованиями 
международных и отечественных стан-
дартов. Поскольку натурное исследование 
термостатов весьма затратно, то наиболее 
эффективным методом исследования тех-
нологических процессов, протекающих в 
них, является математическое моделиро-
вание с применением ЭВМ, которое по-
зволяет найти лучшее конструктивное 
решение еще на стадии проектирования и 
определить оптимальные режимы работы 
устройства и его системы управления. 
Поэтому на стадии проектирования важ-
ны качество используемых расчетных ме-
тодик, их адекватность, надежность в 
реализации и достоверность полученных 
результатов. 

Конструкция термостата представ-
лена на рис. 1. Термостат состоит из сле-
дующих основных элементов: 1 – корпус; 
2 – стакан термостата в сборе; 3 – крыш-
ка; 4 – вода. Между корпусом и стаканом 
термостата имеется воздушный промежу-
ток для уменьшения потерь тепловой 
энергии на излучение в окружающую 

среду. Для обеспечения процесса стаби-
лизации температуры в стакан налива-
ется вода. Между верхней границей во-
ды и крышкой также имеется воздушная 
прослойка. Во время проведения натур-
ных экспериментов было выявлено, что 
корпус термостата нагревается незначи-
тельно. В дальнейшем, при разработке 
математического описания и при со-
ставлении расчетной системы для опре-
деления распределения температур в 
разнородных составных элементах тер-
мостата, влияние, которое оказывает 
воздушный промежуток и корпус тер-
мостата, учитываться не будет.  

Конструкция стакана термостата в 
сборе представлена на рис. 2. По своей 
конструкции стакан термостата 2 пред-
ставляет собой в нижней части диск 
(основание), с которым сочленена боко-
вая стенка. Стакан термостата снаружи 
и изнутри покрывается слоем поли-
эфирной краски. На внешней боковой 
стороне основания и стенки стакана 
термостата расположена диэлектриче-
ская прокладка 3, которая предназначе-
на для электрической изоляции поверх-
ности стакана от нагревательного эле-
мента 4. Для обеспечения стабилизации 
температуры в стакан термостата нали-
вается вода 1. В верхней рабочей зоне 
стакана термостата с внешней стороны 
имеется зона, в которой устанавливает-
ся датчик температуры 5. 



Эл
ек
тр
он
на
я б
иб
ли
от
ек
а  

Бе
ло
ру
сс
ко

-Р
ос
си
йс
ко
го 
ун
ив
ер
си
те
та

Вестник  Белорусско-Российского университета. 2009. № 2 (23) 
_________________________________________________________________________________________________________________ 

 
Электротехника 

141

 

 
 

Рис. 1. Конструкция термостата 
 

 

 
 

Рис. 2. Конструкция стакана термостата в сборе 
 
 

Рассмотрим тепловые процессы, 
протекающие в стакане термостата. Их 
можно разделить на две составляющие: 
нагрев основания стакана термостата при 
подаче тепловой энергии со стороны на-
гревательного элемента и нагрев боковой 
стенки стакана термостата. 

Тепловые процессы нагрева воды в 
стакане термостата также можно разде-

лить на две части: нагрев воды от по-
верхности основания стакана термоста-
та и нагрев воды от внутренней поверх-
ности боковой стенки стакана термоста-
та. Результирующий процесс нагрева 
воды будет представлять суперпозицию 
двух процессов. 

Теплообменные процессы в тер-
мостате можно разделить на два этапа: 
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«нагрев» и «стабилизация». 
Нагрев. Теплофизические процессы 

функционально зависят от температуры и 
являются функцией времени. Это режимы, 
такие как нагрев нагревательного элемента; 
передача тепловой энергии от нагрева-
тельного элемента к основанию и боковой 
стенке стакана термостата; нагрев воды в 
стакане термостата от основания и боко-
вой стенки стакана термостата от началь-
ной температуры воды до температуры 
стабилизации. 

Стабилизация. Режим стабилизации 
температуры воды в стакане на уровне 

температуры стабилизации, когда теп-
ловое состояние всей системы можно 
считать установившимся и не являю-
щимся функцией времени. 

Для описания нестационарных 
температурных полей необходимо ре-
шить задачу нестационарной теплопро-
водности для составного тела. Расчет-
ная система для определения распреде-
ления температур в разнородных со-
ставных элементах термостата в неста-
ционарном режиме приведена на рис. 3, 
толщина элементов представлена ус-
ловно. 

 
 

 
 

Рис. 3. Расчетная система для определения распределения температур в разнородных составных 
элементах термостата в нестационарном режиме: 1– вода; 2 – полиэфирная краска; 3 – боковая стенка стакана термо-
стата; 4 – полиэфирная краска; 5 – диэлектрическая прокладка; 6 – нагревательный элемент 

 
 

Задача теплопроводности для со-
ставного тела [1] может быть решена сле-
дующим образом. Решаются соответст-
вующие задачи нестационарной теплопро-
водности для каждого из контактирующих 
тел независимо друг от друга при произ-
вольных температурах на поверхности 
контакта (или произвольных тепловых по-

токах через поверхность контакта). За-
тем из граничных условий 4-го рода на 
поверхности контакта определяются 
функции, первоначально заданные как 
произвольные. 

Тогда решение задачи нестацио-
нарной теплопроводности для расчет-
ной системы, представленной на рис. 3, 
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разбивается на три этапа. 
1 Решение задачи нестационарной те-

плопроводности для шестислойного (вода–
полиэфирная краска–боковая стенка стакана 
термостата–полиэфирная краска–диэлектри-
ческая прокладка–нагревательный элемент) 
сплошного ограниченного цилиндра с 
произвольным начальным распределением 
тепловых потоков, граничными условиями 
4-го рода на поверхности контакта слоёв и 
неоднородными несимметричными гра-
ничными условиями 3-го рода на торцевых 
поверхностях и боковой внешней границе. 

2 Решение задачи нестационарной 
теплопроводности для сплошного гранич-
ного цилиндра (основание стакана термо-
стата) с произвольным начальным распре-
делением и неоднородными несимметрич-
ными граничными условиями 3-го на тор-
цевых и боковых поверхностях.  

3 После решения соответствующих 
задач нестационарной теплопроводности 
для каждого из контактирующих тел неза-
висимо друг от друга (первый и второй 
этапы) из граничных условий 4-го рода на 
поверхности контакта определяются функ-
ции, первоначально заданные как произ-
вольные. 

Пространственное нестационарное 
температурное поле может быть описано 
дифференциальным уравнением Фурье-
Кирхгофа [2]. Уравнение имеет вид: 
 

,)( V VVp SФ
d
dpQtdiv

d
dtc ++++∇= η

τ
λ

τ
ρ

  
(1) 

где t – температура, определяемая как 
функция пространственных координат α, 

β, γ и времени τ, t = t(α, β, γ, τ); 
τd

dt  – пол-

ная производная температуры в цилиндри-
ческих координатах; 

 

;
z
tvt

r
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r
tvt

d
dt

zr ∂
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+
Θ∂
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∂
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+
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∂

= Θ
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div ( ), tλ ∇  – перенос тепла теплопроводно-
стью в цилиндрических координатах: 

 

2

2

1( , )

t 1 1

t tdiv t
r r r

tr
z z r r r r
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λ λ
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2 2

2 2 ; (3)t t
z

⎞⎞∂ ∂
× + ⎟⎟∂Θ ∂ ⎠ ⎠

 

ср – удельная теплоемкость; ρ – плот-
ность; τ – время; λ – коэффициент теп-
лопроводности; Qv – суммарная удель-
ная мощность объемных источников 
тепла; dt/dτ – работа сил давления; η – 
коэффициент вязкости; Фv  – диссипа-
тивная функция Релея; Sv – суммарная 
удельная работа внешних сил в процес-
се диффузионного переноса. 

Тогда для решения задачи неста-
ционарной теплопроводности примем, 
что tc1, tc2, tc3, tc4, tc5, tc6 – температура 
окружающей среды соответственно; λ1, 

λ2, λ3, λ4, λ5, λ6 – коэффициенты тепло-
проводности материалов слоев соответ-
ственно; R1, R2, R3, R4, R5, R6 – радиусы 
первого, второго, третьего, четвертого, 
пятого и шестого слоев соответственно; 

654321 ,,,,, αααααα – коэффициенты кон-
вективной теплоотдачи от внешних по-
верхностей в окружающую среду соот-
ветственно; 2

6
2
5

2
4

2
3

2
2

2
1 ,,,,, aaaaaa  – ко-

эффициенты температуропроводности 
слоёв соответственно;  ρ1, ρ2, ρ3, ρ4, ρ5,  
ρ6 – плотность материалов слоёв соот-
ветственно; с1, с2, с3, с4, с5, с6 – теплоём-
кость материалов слоёв соответственно; 
l  – высота рабочей зоны термостата; 2l  – 
высота основания стакана термостата. 

Тогда на первом этапе задача при-
мет вид: 
 

2
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i i i
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6,...2,1=i ; lx ≤<0 ;  
0>τ ; iii RrR ≤≤−1 ;               (4) 
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);,(),,( iiii rxfrxt =τ              (5) 
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На втором этапе задача примет вид: 
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Задача нестационарной теплопро-
водности на третьем этапе примет вид: 
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Для определения температурных 
полей в стационарном режиме исполь-
зуем следующую расчетную систему: 
вода–боковая стенка стакана термоста-
та–диэлектрическая прокладка–нагрева-
тельный элемент–воздух. Данную сис-
тему можно представить в виде трех-
слойного цилиндрического элемента, 
снаружи охлаждаемого воздухом, а из-
нутри контактирующего с водой. Коэф-
фициенты теплопроводности слоев 
примем независящими от температуры, 
а тепловой контакт между слоями при-
мем идеальным. Расчетная система при-
ведена на рис. 4. 

Примем, что TB – температура воды 
в стакане термостата; TO – температура 
окружающей среды; T1 и T2 – температу-
ра стенок внутренних слоев соответст-
венно; Т3 и Т4 – температура стенок на 
границе вода–стакан термостата и нагре-
вательный элемент–окружающая среда 
соответственно; 321 ,, λλλ  – коэффици-
енты теплопроводности материалов сло-
ев соответственно; d1, d2, d3, d4 – диамет-
ры первого, второго, третьего и четвер-
того слоев соответственно; R1, R2, R3,         
R4 – радиусы первого, второго, третьего 
и четвертого слоев соответственно; α1 и 
α2 – коэффициенты конвективной тепло-
отдачи воды и окружающей среды соот-
ветственно; l  – высота рабочей зоны 
термостата. 

Тогда по закону Фурье для коль-
цевого слоя [3]: 
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

dr
dtrlQ πλ11 2 ,               (21) 

где Q1 – тепловой поток в боковой стенке 
стакана термостата; 1λ  – коэффициент те-
плопроводности материала стакана термо-
стата; r – радиус; l  – высота рабочей зоны 
термостата. 

Разделяя переменные, получаем 
 

)()2( 1 rdrlQdt ⋅−= πλ .         (22) 

Интегрируя уравнение (22) в пре-
делах от ТВ до Т1 и от R1 до R2 при 

const=1λ  
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R
RlQTTВ πλ=− , 

откуда  

))/(ln())(2(
1

2
111 d

dTTlQ B −⋅= πλ .      (23) 

 
 

 
 

Рис. 4. Расчетная система для определения распределения температур в разнородных стенках, со-
прикасающихся с водой и воздухом в стационарном режиме 
 
 

Из анализа (23) видно, что распре-
деление температур в слое представляет 
собой логарифмическую кривую. Общая 
температурная кривая представляет собой 
множество логарифмических кривых. При 
стационарном режиме через все слои про-
ходит один и тот же тепловой поток, ко-
торый для каждого слоя равен соответст-
венно: 

 

))/(ln())(2(
1

2
111 d

dTTlQ B −⋅= πλ ; 

))/(ln())(2(
2

3
2122 d

dTTlQ −⋅= πλ ;  (24) 

))/(ln())(2(
3

4
233 d

dTTlQ O−⋅= πλ , 

где Q1, Q2, Q3 – тепловые потоки в ста-
кане термостата, диэлектрической про-
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кладке и нагревательном элементе соот-
ветственно; 321 ,, λλλ  – коэффициенты 
теплопроводности в стакане термостата, 
диэлектрической прокладке и нагрева-
тельном элементе соответственно. 

Решая уравнения (24) относительно 
разности температур, получаем 
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Необходимо также учесть передачу 
тепла от нагревающейся воды внутри ра-
бочей зоны стакана термостата в окру-
жающую среду через слои. Тогда тепло-
вой поток можно представить следующим 
образом: 
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              (26) 

 
Тогда температуру между слоями 

находим следующим образом: 
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Для решения рассматриваемого 

класса задач теплопроводности наибо-
лее удобным оказывается метод конеч-
ных интегральных преобразований [4]. 
Этот метод унифицирован; позволяет 
получать решение в случае неоднород-
ных граничных условий без представ-
ления задачи в виде совокупности ста-
ционарной и нестационарной; допускает 
преобразование по нескольким (или 
всем) координатам одновременно, а 
также по координатам, вдоль которых 
свойства среды изменяются ступенчато, 
что позволяет переходить от системы 
дифференциальных уравнений в част-
ных производных в оригиналах к одно-
му обыкновенному дифференциальному 
уравнению в изображениях.  

Для приведенного математического 
описания (1)…(28) термостата (рис. 1) 
была разработана трёхмерная парамет-
рическая модель. Модель учитывает ме-
ханические и физические свойства жид-
кости и составных частей термостата и 
позволяет задавать различные гранич-
ные условия. Для термостата были про-
изведены расчеты тепловых процессов. 
Для расчетов применено специализиро-
ванное программное обеспечение                        
(CosmosWorks). Анализ результатов 
экспериментальных исследований тер-

(28) 



Эл
ек
тр
он
на
я б
иб
ли
от
ек
а  

Бе
ло
ру
сс
ко

-Р
ос
си
йс
ко
го 
ун
ив
ер
си
те
та

Вестник  Белорусско-Российского университета. 2009. № 2 (23) 
_________________________________________________________________________________________________________________ 

 
Электротехника 

147

мостата и результатов исследований трех-
мерной параметрической модели термо-
стата показал адекватность математиче-
ского описания термостата и разработан-
ной на основании этого математического 
описания трехмерной параметрической 
модели. 

 
Выводы 

1. Рассмотрены процессы, проте-
кающие в термостатических установках, и 
предложено решение задачи протекания 
теплообменных процессов, в котором уч-
тены основные параметры, влияющие на 
характер протекания и качество процес-
сов. 

2. Рекомендована методика решения 
данного класса задач теплопроводности 
методом конечных интегральных преоб-
разований, граничными условиями 3 и 4 
рода и соответствующими начальными 
условиями. 

3. Разработанная трехмерная па-
раметрическая модель может быть ис-
пользована для исследования и оптими-
зации конструкции и режимов работы 
термостатических установок. 
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Mathematical simulation of heating processes 
in thermostatic installations 

The article is devoted to creating a mathematical model of heat-exchange process behavior in thermostatic 
installations in which basic parameters influencing the history and quality of the process are taken into account. 
Adequacy of the developed parameter-oriented model on the basis of mathematical model to experimental data 
has been shown. It proves the possibility to use the model for optimization of the structure and modes of opera-
tion of thermostatic installations. 

 




