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УДК 621.81:519.8 

К. А. Шалыжин, А. А. Жолобов, канд. техн. наук, проф. 

ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ТОЧНОСТИ ФОРМООБРАЗОВАНИЯ ШЛИЦЕВОЙ 
ПОВЕРХНОСТИ ЧЕРВЯЧНОЙ ФРЕЗОЙ С УЧЕТОМ ИЗМЕНЯЮЩЕЙСЯ 
ЖЕСТКОСТИ ТЕХНОЛОГИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

 

Предложена общая методология прогнозирования точности формообразования шлицевой поверх-
ности червячной фрезой, основанная на принципах математического моделирования с учетом изменяю-
щейся жесткости технологической системы, в том числе и формируемого изделия. Установлены зависи-
мости, связывающие режимы резания и входные параметры технологической системы с погрешностями 
формы, размеров и относительного положения обрабатываемой шлицевой поверхности вала.  

 

При прогнозировании точности 
формообразования в технологических 
системах является актуальной задача оп-
ределения прогибов заготовок под дейст-
вием сил резания. Особую важность эта 
задача приобретает при обработке слож-
ных заготовок с фасонными поверхно-
стями, например, при фрезеровании пря-
мобочных шлицев червячной фрезой. В 
данной технологической системе наряду с 
относительной сложностью формообра-
зования методом обката существует зна-
чительное ослабление заготовки, обу-
словленное глубинной обработкой шли-

цевой поверхности. Возрастающая при 
этом податливость заготовки приводит 
к возникновению погрешностей по-
верхности. Одним из путей их компен-
сации является назначение рациональ-
ных режимов обработки, позволяющих 
ограничивать погрешности в пределах 
допусков  выдерживаемых размеров. С 
этой целью необходимо определить за-
висимости, связывающие прогибы заго-
товки с режимами обработки. Расчёт 
величин сил резания производился по 
методике, представленной в [1]. 

 
 

 
 

Рис. 1. Схема деформации заготовки 
 

Установка заготовки в шлицефре-
зерном станке осуществляется в центрах 
передней и задней бабок. При этом прогиб 

заготовки под действием сил резания в 
точках их приложения определяется как 
для балки переменного сечения, уста-
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новленной на двух опорах. Схема сил, 
действующих на заготовку, закреплённую 
в центрах, представлена на рис. 1. Реакции 
опор определяются из схемы сил по фор-
мулам: 

 

L
)LL(P

P 0
зб

−
= ;    

L
PL

P 0
шб = ,        (1) 

где L  – длина вала; 0L  – длина шлицевого 
участка вала; P – составляющая силы ре-
зания. 

Для определения прогибов обраба-
тываемый вал разделяется на два участка. 
Первый участок соответствует необрабо-
танной части вала, второй – шлицевый 
участок. Далее с использованием локаль-
ных систем координат участков опреде-
ляются углы поворота сечений и прогибы 
в каждой точке по длине вала [2]. 

На первом участке функция углов 
поворота сечений имеет вид: 

 
1 1z z

1 1 шб 1 1
1 01 01

0 0

M dz P z dz
EI EI

ϕ = − +ϕ = − +ϕ =∫ ∫  

2
шб 1

01
P z
2EI

= − + ϕ ,                     (2)  

где 1z  – координата точки по длине вала 
на первом участке; I  – осевой момент 
инерции круглого профиля вала; E  – мо-
дуль упругости; 01ϕ  – угол поворота в на-
чале системы координат первого участка 
(у шпиндельного узла). 

Функция прогибов на первом участ-
ке имеет вид [2]: 
     

1 1 2z z
шб 1

1 1 1 01 01 1 01
0 0

P zdz ( )dz
2EI

ν = ϕ +ν = − + ϕ +ν =∫ ∫  

3
шб 1

01 1
P z z
6EI

= − + ϕ ,                      (3) 

где 01ν  – прогиб в начале системы коор-
динат первого участка (у шпиндельного 
узла 001 =ν ). 

Угол поворота и прогиб в начале 
второго участка определяются из условия 
«стыковки» участков [2]: 

 

02 1 1 0(z L L )ϕ = ϕ = − =  
2

шб 0
01

P (L L )
2EI
−

= − + ϕ ;           (4) 

02 1 1 0(z L L )ν = ν = − =  
3

шб 0
01 0

P (L L ) (L L )
6EI
−

= − + ϕ − .   (5) 

На втором участке функция углов 
поворота сечений  

 
2

1

z
2 2

2 02
0 0

z
зб 0 2 2

02
0 0

2
зб 0 2 зб 2

02
0 0

M dz
EI

P (L z )dz
EI

P L z P z
EI 2EI

ϕ = − +ϕ =∫

−
= − +ϕ =∫

= − + + ϕ =

 

2 2
зб 0 2 зб 2 шб 0

01
0 0

P L z P z P (L L ) ,
EI 2EI 2EI

−
= − + − +ϕ (6) 

где 2z  – координата точки по длине ва-
ла на втором участке; I0 – осевой мо-
мент инерции шлицевого профиля вала. 

Функция прогибов на втором      
участке: 

 
2 2 2z z

зб 0 2 зб 2
2 2 2 02

0 0 0 0

2
шб 0

01 2 02

2 3 2
зб 0 2 зб 2 шб 0 2

0 0

P L z P zdz
EI 2EI

P (L L ) dz
2EI

P L z P z P (L L ) z
2EI 6EI 2EI

⎛
ν = ϕ +ν = − + −∫ ∫ ⎜

⎝
⎞−

− + ϕ + ν =⎟
⎠

−
= − + − +

3
шб 0

01 2 01 0
P (L L )z (L L ).

6EI
−

+ϕ − + ϕ −   (7) 

Прогиб обрабатываемого вала в 
конце второго участка, у шпиндельной 
бабки, равен нулю, следовательно,  
 

0)Lz( 022 ==ν ; 

3 3 2
зб 0 зб 0 шб 0 0

0 0

P L P L P (L L ) L
2EI 6EI 2EI

−
+ − +  

3
шб 0

01 0 01 0
P (L L )L (L L ) 0

6EI
−

+ ϕ − +ϕ − = .(8) 
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Из уравнения (8) определяется угол 
поворота в начале системы координат 
первого участка: 

 

)L2L(
EIL6

)LL(P
EI3

LP
0

2
0шб

0

3
0зб

01 −
−

+=ϕ .   (9) 

Далее с использованием уравнений 
(1), (3), (9) определяется прогиб обрабаты-
ваемого вала в точке приложения сил ре-
зания ( 01 LLz −= ):   
 

3 3
шб 0 зб 0

1
0

2
шб 0

0 0

P (L L ) P L
6EI 3EI

P (L L ) (L 2L )(L L )
6EIL

−
ν = − + +

−
+ − − =

 

( )
2 2
0 0

0 0 02
0

PL (L L ) IL I (L L ) .
6EII L

−
= + −  (10) 

Деформации обрабатываемой заго-
товки в плоскостях разложения сил реза-
ния определяются из формулы (10):   

 

( ))LL(IIL
LIIE3

)LL(LP
0002

0

2
0

2
0x

ЗХ −+
⋅⋅⋅⋅

−⋅⋅
=Δ ;(11) 

( ))LL(IIL
LIIE3

)LL(LP
0002

0

2
0

2
0y

ЗY −+
⋅⋅⋅⋅

−⋅⋅
=Δ ,(12) 

где L  – длина вала; 0L  – длина шлицево-
го участка вала; I  – осевой момент инер-
ции круглого профиля вала; 0I  – длина 
шлицевого участка вала; E  – модуль уп-
ругости.     

Осевой момент инерции круглого 
профиля вала рассчитывается по извест-
ным формулам исходя из диаметра про-
филя. В случае фрезерования шлицев на 
ступенчатом валу осевой момент инерции 
круглого профиля определяется из расчёта 
приведенного диаметра ступеней [3]: 

 
n

i i
1

пр n

i
1

d I
d = ,

I

⋅∑

∑
                       (13) 

где n – число ступеней вала; ii I,d  – диа-
метр и момент инерции i-го участка вала. 

При обзоре исследований моментов 
инерций периодических профилей [4] ус-
тановлено, что на данный момент отсут-
ствуют сведения о величинах моментов 
инерции стандартных прямобочных шли-
цевых профилей. Для их расчёта была 
использована известная методика [2]. 

Значение осевого момента инерции 
шлицевого профиля определяется путём 
суммирования осевых моментов инерции 
составляющих его отдельных элементар-
ных фигур – треугольников, прямоуголь-
ников и сегментов. Простейшим элемен-
том, характеризующим профиль шлице-
вого сечения, является сектор, ограни-
ченный одним выступом и одной впади-
ной (рис. 2). Для определения осевых мо-
ментов инерции элементарного сектора  
он раскладывается на элементарные фи-
гуры: равнобедренный треугольник, пря-
моугольник и сегмент. Для каждой фигу-
ры, условно ориентированной вдоль ко-
ординатных осей, определяются осевые 
моменты инерции [2]. Осевые и центро-
бежный моменты инерции элементарного 
сектора определяются как сумма осевых 
и центробежных моментов инерции фи-
гур его составляющих. 

Угол сектора определяется по 
формуле 

z
2π

=α ,                        (14) 

где z – число зубьев шлицевого вала. 
Используя методику [1] для каж-

дого номинального размера шлицевого 
профиля, из ГОСТ 1139-80 был опреде-
лен осевой момент инерции сечений. 
Сравнивая рассчитанные значения осе-
вого момента инерции шлицевого про-
филя со значениями момента инерции 
профиля, соответствующего круглой 
заготовке, установлено, что с геометри-
ческой точки зрения формирование 
шлицев ослабляет сечение примерно на 
30–40 % для различных шлицевых про-
филей. Это приводит к различному ха-
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рактеру прогибов обрабатываемой заго-
товки на участках до и после обработки. 

После установления значений мо-
ментов инерции шлицевых профилей бы-
ло проведено исследование прогибов 
шлицевых валов при фрезеровании шли-
цевой поверхности по всей длине вала. 

При этом для каждого стандартного 
шлицевого профиля были выбраны ре-
жимы резания, на основании которых 
рассчитаны величины силовых факто-
ров, действующих на заготовку. Расчёт 
деформаций заготовки производился по 
представленным формулам. 

 

d/2

D/2

b

α

 
 
Рис. 2. Элементарный сектор шлицевого профиля 

 

Установлено, что при обработке 
шлицевой поверхности наименьшие де-
формации заготовки наблюдаются у про-
филей с большим числом шлицев. В этом 
отношении наиболее оптимальными яв-
ляются шлицевые профили тяжёлой се-
рии с числом шлицев не менее десяти.  

Фрезерование шлицев за два рабо-
чих хода позволяет уменьшить дефор-
мации заготовки пропорционально раз-
делению припуска между рабочими хо-
дами, а также устранить эксцентриситет 
максимума кривой прогибов заготовки 
(рис. 3). 
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Рис. 3. График прогибов заготовки при шлицефрезеровании за один и два рабочих хода 
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Применение представленных зави-
симостей может осуществляться как для 
определения только прогибов заготовок и 
деталей, имеющих шлицевую поверхность, 
так и в комплексе прогнозирования точно-
сти шлицефрезерования червячной фрезой 
наряду с учётом упругих деформаций и 
смещений остальных элементов техноло-
гической системы. 

В процессе резания на фрезу дейст-
вуют силы резания, которые вызывают 
упругие деформации инструментальной 
оправки. Направления деформаций опре-
деляются из схемы составляющих сил, 
действующих на фрезу. Величины дефор-
маций зависят от жесткостных и геомет-
рических параметров инструментальной 
оправки и определяются по формулам:  

 

IE48
LP 3
ИРФ

ИРФ ⋅⋅
⋅

=Δ ;                    (15) 

IE48
LP 3
Иo

ИО ⋅⋅
⋅

=Δ ,                       (16) 

где РРФ – составляющая силы резания, 
перпендикулярная оси фрезы, направлен-
ная к заготовке; РО – окружная состав-
ляющая силы резания; ИL  – длина инст-
рументальной оправки; I – осевой момент 
инерции профиля круглого сечения оп-
равки, определяемый в зависимости от её 
диаметра. 

Деформации опор инструментальной 
оправки, условно обозначенных как верх-
няя и нижняя опоры – соответственно ВОΔ  
и НОΔ , изменяются в соответствии с изме-
нением сил, действующих на фрезу по мере 
её продвижения к шпинделю станка. Их 
величину можно определить исходя из ве-
личины действительной жёсткости верхней 
и нижней опор ВОj  и НОj  соответственно, 
а также с учётом того, что в общем случае 
червячная фреза установлена посередине 
длины ИL  инструментальной оправки. В 
модели принимается допущение, что жёст-
кость опор одинакова в направлении дейст-
вия сил РО и РРФ: 

ВОРФВОРФ j2P=Δ ;             (17) 

ВООВОО j2P=Δ ;                 (18) 

НОРФНОРФ j2P=Δ ;             (19) 

НООНОО j2P=Δ .                (20) 

Деформации шпиндельного узла 
ШΔ и задней бабки БΔ  изменяются так-

же с изменением силы резания по мере 
продвижения фрезы к шпинделю станка. 
Их величину можно определить исходя 
из величины действительной жёсткости 
шпиндельного узла Шj  и задней бабки 
Бj  соответственно, а также с учётом рас-
стояния L0 от торца заготовки до рас-
сматриваемой точки. Значения этих де-
формаций рассчитываются, с учётом до-
пущения, что их жёсткость одинакова в 
направлении осей Y и X при обработке 
заготовки в центрах, получим:  
 

)Lj()LP( Ш0YШY ⋅⋅=Δ ;         (21) 

)Lj()LP( Ш0XШX ⋅⋅=Δ ;          (22) 

)Lj())LL(P( Б0YБY ⋅−⋅=Δ ;    (23) 

)Lj())LL(P( Б0XБX ⋅−⋅=Δ ,  (24) 

где Шj  – жёсткость шпиндельного узла; 
Бj  – жёсткость задней бабки. 

В результате совместного дейст-
вия деформаций шпиндельного узла  и 
задней бабки суммарная величина де-
формаций на длине 0L  может быть оп-
ределена по формулам: 

 
LL)( 0БYШYБYШБY Δ−Δ+Δ=Δ ;  (25) 

LL)( 0БXШXБXШБX Δ−Δ+Δ=Δ .  (26) 

Наличие смещения центровочных 
отверстий заготовки приводит к допол-
нительному смещению её оси относи-
тельно оси центров станка. Эти факторы 
не зависят от силы резания и в данной 
модели учтены как полярный радиус, 
связывающий оси центров станка и точ-
ки шлицевой поверхности: 
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Д 2 2
З З СМ 1R R ( sin( ))= − Δ ⋅ ϕ + ϖ +  

СМ 1cos( )+Δ ⋅ ϕ + ϖ ,               (27) 

где СМΔ – суммарная величина смещения 
в рассматриваемой точке, расположенной 
на длине 0L ; 1ϖ  – угол между горизонта-
лью и прямой, проведённой из центра за-
готовки через центровое отверстие. 

Суммарная величина смещения 
СМΔ  определяется как геометрическая 

сумма смещений центровых отверстий 
правого и левого торцов заготовки на 
длине 0L  [5]: 

 
2 2 2

cos(180 ),
СМП СМЛ СМП

СМ
СМЛ ЦЦϕ

Δ + Δ ± Δ ×
Δ =

×Δ ⋅ −
     (28) 

где СМПΔ , СМЛΔ  – величины смещения 
центровых отверстий правого и левого 
торца заготовки на длине Lo соответст-
венно [5]: 
 

)LL1( 0СПСМП −⋅Δ=Δ ;          (29) 

)LL( 0СЛСМЛ ⋅Δ=Δ ,               (30) 

где СПΔ , СЛΔ  – величины смещения цен-
тровых отверстий правого и левого торца 
заготовки соответственно; ЦЦϕ  – угол 
между прямыми линиями, проведенными 
от оси заготовки через центровые отвер-
стия. 

Погрешность формы заготовки учи-
тывается с помощью расчёта полярного 
радиуса точек её поверхностей: 

 
2

З К 0 З
З 2

З О К 0 З

((R Δ L /L )cos ) +
R =

+((R Δ Δ L /L )sin ) ,

ϕ

ϕ

− ⋅

− − ⋅
 (31) 

где ЗR  – исходный радиус заготовки;          
КΔ  – величина конусности поверхности 

заготовки; ϕ  – полярная координата точ-
ки, расположенной на поверхности заго-
товки; ОΔ  – величина овальности заго-
товки. 

На основе вышеизложенных мате-

матических зависимостей и способов 
учёта погрешностей технологической 
системы была разработана программа 
прогнозирования точности шлицефре-
зерования, позволяющая после ввода 
исходных данных произвести расчёт 
действительного полярного радиуса ка-
ждой точки шлицевой поверхности, а 
также с использованием рассчитанных 
данных определить величины её по-
грешностей и влияние каждого рас-
смотренного параметра технологиче-
ской системы на точность шлицевой по-
верхности.  

С помощью представленной мо-
дели и составленном на её основе про-
граммы было произведено моделиро-
вание предполагаемых погрешностей 
шлицевого вала при следующих усло-
виях: параметры шлицевого профиля 
по ГОСТ 1139-80 – число шлицев z = 6, 
ширина шлица b = 5 мм, наружный диа-
метр D = 25 мм, внутренний диаметр            
d = 21 мм; параметры заготовок образ-
цов – длина L = 200 мм; данные по инст-
рументу по ГОСТ 15067-80 – длина ин-
струментальной оправки 380 мм, диа-
метр инструментальной оправки 22 мм; 
данные по паспорту станка – смещение 
центров инструментальной оправки – 
max 22 мкм, жёсткость шпиндельного уз-
ла 30000 кН/м, задней бабки 20000 кН/м. 
Переменными параметрами являлись 
нормативные значения режимов резания 
со следующими интервалами их изме-
нения: подача S – 0,5–2 мм/об, скорость 
резания V – 15–30 м/мин, глубина реза-
ния t – 0,8 и 2 мм для обработки за два и 
один рабочий ход соответственно.  

По результатам расчёта построены и 
экспериментально проверены графики по-
грешностей профиля продольного сечения 
внутренней поверхности в трех точках по 
длине заготовки – у шпиндельной и зад-
ней бабки, в её середине (рис. 4–6).  

Сплошными линиями на рисунках 
выполнены графики эксперименталь-
ных моделей, штриховыми линиями – 
соответствующие графики прогнозиро-
вания. 
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Как видно из графиков, уменьшение 
погрешностей профиля продольного сече-
ния в указанных условиях происходит при 
увеличении скорости главного движения и 
уменьшении продольной подачи червяч-
ной фрезы. 

Сравнивая графики эксперимен-
тальных и теоретических исследований, 
можно отметить относительную их бли-

зость, однако экспериментальная зави-
симость погрешности профиля про-
дольного сечения в трёх точках иссле-
дуемого образца принимает несколько 
большие значения, что связано с неуч-
тённой, возможно более низкой жёстко-
стью инструментальной системы шли-
цефрезерного станка, использованного в 
ходе эксперимента.    
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Рис. 4. Экспериментальный и теоретический график погрешности профиля продольного сечения 

образца у шпиндельной бабки 
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Рис. 5. Экспериментальный и теоретический график погрешности профиля продольного сечения  

в середине образца 
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Рис. 6. Экспериментальный и теоретический график погрешности профиля продольного сечения 

образца у задней бабки 
 

 
Применение методики прогнозиро-

вания погрешностей обработки шлицевой 
поверхности червячной фрезой позволяет 
установить требуемые по условиям точ-
ности, производительности, энергосбере-
жения режимы резания с учётом исходно-
го состояния основных элементов техно-
логической системы.  
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K. A. Shalyzhyn, A. A. Zholobov 
Forecasting of accuracy of shaping  of the splined  
surface by the hob taking into account changing  
rigidity of the technological system 

It is offered the general methodology of forecasting of accuracy of shaping of  the splined surface by the 
hob, based on principles of mathematical modelling taking into account changing rigidity of the technological 
system, including the forming product. The dependences connecting modes of cutting and entrance parametres 
of technological system with errors of the form,  sizes and relative position of the processing t splined surface of 
the shaf are established. 




