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УДК 621.865 

Л. А. Борисенко, д-р техн. наук, проф. 

КИНЕМАТИКА ПЛАНЕТАРНОГО РЕДУКТОРА  С ПАЛЬЦЕВЫМ КАРДАНОМ 
 

В статье приводятся результаты математического моделирования кинематики  кардана в планетар-
ном механизме схемы K-H-V c малой разностью чисел зубьев сателлита и опорного колеса. На основе 
теории пространственных поворотов составлена модель кардана и произведено численное моделирова-
ние его кинематики. Проведено экспериментальное моделирование работы пальцевого кардана в зубча-
том планетарном механизме. Результаты исследования могут быть использованы в многочисленных 
приложениях,  в том числе в циклоидальных редукторах, в  планетарных передачах и т. д., что позволит 
значительно упростить технологию их изготовления   и удешевить производство. 

 

Накопленный к настоящему времени 
опыт создания зубчатых планетарных ре-
дукторов по схеме K-H-V свидетельству-
ет, что значительные затруднения возни-
кают при проектировании и реализации 
механизма передачи движения между па-
раллельными валами так называемого ме-
ханизма W [1]. Сказанное справедливо 
для всех редукторов этого типа независи-
мо от используемого вида зацепления, в 
том числе для новых видов редукторов с 
циклоидальным зацеплением, а также для 
планетарных механизмов с гибкими свя-
зями. Наибольшее распространение полу-
чил модифицированный механизм парал-
лельных кривошипов, в котором функции 
реальных кривошипов выполняют пальцы 
c надетыми на них втулками, обкатываю-
щиеся внутри цилиндрических отверстий. 
Разность диаметров втулок и отверстий 
равна удвоенному значению эксцентриси-
тета входного вала. Палец, втулка и от-
верстие образуют две пары: одна пара об-
разована втулкой и отверстием, а вторая – 
втулкой и пальцем. Первая пара является 
парой качения, а вторая – парой скольже-
ния. Модифицированный механизм па-
раллельных кривошипов содержит мини-
мальное количество деталей, компактен в 
осевом направлении. Усилие, прилагае-
мое к зубчатым колесам, приложено в 
центре отверстий и не вызывает перекоса 
колес.  

Однако механизм параллельных 
кривошипов, по существу, является меха-
низмом шарнирного параллелограмма, 

для существования которого необходи-
мо строгое равенство длин противопо-
ложных сторон параллелограмма. В 
противном случае при прохождении 
мертвого положения возникают боль-
шие заклинивающие усилия в подшип-
никах. Отсюда высокие требования к 
точности изготовления звеньев. В усло-
виях реальных технологий изготовления 
деталей требуемой точности достичь 
трудно и это значительно удорожает 
стоимость всего изделия. Необходимо с 
высокой точностью изготовить корпус-
ные детали, кроме того, точно располо-
жить отверстия  на шестерне, а также 
отверстия для пальцев на фланце вы-
ходного вала. Для прохождения мертво-
го положения необходимо использовать 
не два кривошипа, а более – три или че-
тыре. Отсюда – увеличение числа точно 
выполняемых отверстий и пальцев, 
обычно до 8. 

В ряде случаев для тех же целей  
используется крестовая муфта (муфта 
Ольдгейма). Основное преимущество 
крестовой муфты по сравнению с меха-
низмом параллельных кривошипов со-
стоит в том, что снимаются повышенные 
требования к точности изготовления де-
талей этого узла. Это достоинство выте-
кает из того, что крестовая муфта по 
своей сущности предназначена для ком-
пенсации несоосности валов. Не требу-
ется точного расположения отверстий 
для запрессовки пальцев на сателлитах, а 
также на фланце выходного вала. В ме-



Эл
ек
тр
он
на
я б
иб
ли
от
ек
а  

Бе
ло
ру
сс
ко

-Р
ос
си
йс
ко
го 
ун
ив
ер
си
те
та

Вестник  Белорусско-Российского университета. 2009. № 3(24) 
____________________________________________________________________________________________________ 

 
Машиностроение. Металлургия 

71

ханизме нет мертвого положения и соот-
ветственно нет заклинивающих усилий. 
Однако в крестовой муфте присутствуют 
поступательные пары, что усложняет кон-
струкцию. Частота возвратно-вращатель-
ных движений  втулок равна частоте вра-
щения водила планетарного механизма,          
т. е. достаточно велика. Иногда для 
уменьшения трения используются ролико-
вые поступательные пары, но это услож-
няет и удорожает механизм.  

Общим недостатком описанных вы-
ше механизмов являются большие ради-
альные размеры. Возникающие конструк-
тивные ограничения делают невозмож-
ным применение передач K-H-V в мало-
габаритных устройствах, используемых, 
например, в мехатронике. 

Автором предложена и испытана на 

физических моделях и опытных образ-
цах новая конструкция механизма W, 
которая защищена патентами РБ [3–5]. 
Похожее устройство, называемое 
игольчатым карданом, в свое время ис-
пользовалось в автомобилях в кардан-
ных передачах [2].  

Задачей настоящего исследования 
является построение математической 
модели новой конструкции механизма W 
и ее числовое моделирование. Решение 
задачи начинается с построения геомет-
рической модели нового механизма W. 
На рис. 1 и 2 упрощенно представлена 
схема этого механизма. Механизм вклю-
чает два пальцевых шарнирных узла 1 и 
2 и стержень 3, поэтому далее он назы-
вается пальцевым карданом. 

 
 

 
 

Рис. 1. Схема стержневого механизма W 
 
 

На рис. 2 представлена схема плане-
тарного механизма K-H-V с установлен-
ным пальцевым карданом. Особенность 
схемы состоит в том, что выходным зве-
ном является колесо с внутренними зубь-
ями, контактирующее с сателлитом. Эта 
схема выбрана из ряда других возможных 
схем механизма этого типа, поскольку она 
более удобна в методическом отношении 
для изучения кинематики пальцевого кар-
дана. Здесь движение эксцентрикового 
вала 1 преобразуется в круговое поступа-
тельное движение сателлита 2, при этом 
сателлит удерживается от поворота кар-
данным валом 3, выходная вилка которого 

неподвижна. Механизм в таком испол-
нении удобен для встраивания внутрь 
рабочего органа, например, в барабан 
транспортера или лебедки лифта. Пере-
ход от этой схемы к обычно используе-
мым схемам с заторможенным колесом  
с внутренними зубьями, как будет пока-
зано в дальнейшем, не вызывает ника-
ких затруднений. 

Оба концевых шарнира стержневого 
карданного вала выполнены одинаково в 
виде сферических головок с пальцами. 
Здесь шарнир О1 расположен соосно с 
входным валом, но это требование необя-
зательно – он может быть расположен в 
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любом удобном месте, однако для того, 
чтобы избежать большого осевого переме-
щения сферических головок шарниров, 
должно соблюдаться условие, чтобы ради-
альное расстояние между центрами шарни-
ров О1 и О2 равнялось эксцентриситету 
входного вала. В частности, такое решение 

используется в реализованном макете без-
зазорной планетарной передачи, описание 
которой приведено в [6]. Фотография ма-
кета планетарного механизма, в котором 
использован пальцевый кардан, установ-
ленный соосно, представлена на рис. 3.  

 

 
 

Рис. 2. Схема планетарного механизма K-H-V с круговым поступательным движением сателлита и 
пальцевым карданом 
 
 

 
 

Рис. 3. Фотография макета планетарного механизма с пальцевым карданом 
 
 

Одним из основных достоинств кар-
данной передачи является то, что при ее 
использовании снижаются требования к 
точности выполнения основных деталей 
передачи, т. к. по своей природе механизм 

предназначен для компенсирования несо-
осности валов и допускает малые осевые 
перемещения, что благоприятно сказыва-
ется на динамике передачи и к тому же 
позволяет компенсировать возможные 
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неточности изготовления и монтажа без 
ущерба для точности самой передачи. Ма-
лые радиальные габариты  расширяют диа-
пазон возможностей применения плане-
тарных механизмов схемы K-H-V.  

Оси пальцев шарниров лежат в од-
ной плоскости, а значит в одной плоско-
сти располагаются прорези, в которых 
они размещаются. В механизме, схема 
которого представлена на рис. 2, сателлит 
совершает круговое поступательное дви-
жение, поэтому прорезь стакана на сател-
лите сохраняет свою ориентацию неиз-
менной. Из условий налагаемых связей 
следует, что в любом положении сателли-
та поверхности прорези стакана на нем, в 
который входит шарнир О2, параллельны 
поверхностям прорези на неподвижном 
стакане, в который входит шарнир О1. В 
процессе движения ось стержня О1О2 

описывает коническую поверхность. 
В статье приводятся результаты 

математического моделирования  кине-
матики этого механизма. При разработ-
ке математической модели использова-
на теория пространственных поворотов, 
разработанная автором и изложенная в 
[7, 8]. Этот метод удобен для анализа 
сферических механизмов, к которым, в 
частности, относится и рассматривае-
мый здесь механизм W, и позволяет по-
лучить простые и удобные формулы. 

На рис. 4 и 5 представлены рас-
четные схемы с введенными системами 
координат пальцевого кардана с конце-
выми шарнирами в виде сферических 
шарниров с пальцами. Отрезок О2О3 
можно рассматривать как кривошип 
пространственного стержневого меха-
низма О1О2 О3.  

 
 

 
 

Рис. 4. Схема пальцевого кардана с преобразованиями связанной координатной системы в                   
последовательности поворотов – сначала X-поворота на угол ψ,  а затем Y-поворота  на угол θ 
 
 

В основе построения приведенных 
далее математических моделей лежит 
теория пространственных поворотов, из-
ложенная в [7]. Все используемые далее 

определения и обозначения приводятся 
в соответствии с этим  источником.  

Как известно, произвольную ори-
ентацию оси координатного триэдра 
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можно получить последовательным пово-
ротом его вокруг двух осей. В данной за-
даче возможно два варианта решения 
этой задачи. В первом варианте повороты 

производятся вокруг осей, связанных с 
шарниром таким образом, что одна ось 
триэдра идет вдоль оси стержня О1О2, а 
другая – вдоль оси пальца шарнира О1.  

 
 

 
 

Рис. 5. Схема пальцевого кардана с преобразованиями связанной координатной системы в                    
последовательности поворотов – сначала Z-поворота  на угол ϕ , а затем X-поворота на угол α  
 
 

Преобразование поворота в шарни-
ре О1, переводящее связанную систему 
кардана в положение, при котором ось ς  
совпадает с осью О1О2, описывается мат-
рицей 

ψ θτ = X Y , 

где Хψ  и Yθ  – матрицы элементарных 
поворотов вокруг осей x и y соответст-
венно. 

Выполнив подстановку выражений 
для матриц элементарных поворотов [7] и 
умножение матриц, получим 

 
cos 0 sin

sin sin cos sin cos
cos sin sin cos cos

θ θ
τ ψ θ ψ ψ θ

ψ θ ψ ψ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

. (1)    

Третий столбец записанной выше 
матрицы представляет вектор, опреде-
ляющий положение оси стрежня О1О2  

или, что то же, оси ς  в основной систе-
ме координат xyz . Величины углов ψ  и 
θ неизвестны и их предстоит определить. 

Для этого рассмотрим другое пре-
образование осей координатного триэд-
ра, переводящее их в такое положение, 
при котором ось ς совпадает с осью 
стержня О1О2, путем выполнения по-
следовательных поворотов системы ко-
ординат, связанной со стержнем, в по-
следовательности сначала на угол ϕ , а 
затем на угол α . Эти углы считаются 
известными. Угол ϕ  – это угол поворо-
та кривошипа О2О3, угол α  – постоян-
ный угол наклона стержня О1О2. 
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В таком случае матрица преобразо-
вания имеет вид: 
 

ϕ αλ = Z X , 

где Zϕ  и αХ  – матрицы элементарных  

поворотов вокруг оси z на угол ϕ и  оси x  
на угол α соответственно.  

После выполнения процедуры ум-
ножения матриц получим 

cos sin cos sin sin
sin cos cos cos sin

0 sin cos

ϕ ϕ α ϕ α
λ ϕ ϕ α ϕ α

α α

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. (2) 

Приравняв третьи столбцы матриц 
(1) и (2), получим выражения: 
 

                 sin sin sinθ ϕ α= ,                (3) 

        sin cos cos sinψ θ ϕ α= ,           (4) 

    cos cos cosψ θ α= .              (5) 

Формула (3) представляет одну из 
искомых зависимостей, а именно опреде-
ляет угол поворота по координате θ в 
функции угла поворота ϕ  через арксинус 
угла. Для определения вида функции угла 
поворота по координате ψ преобразуем 
формулы (4) и (5), возведя их в квадрат и 
сложив. В результате выполнения этих 
действий получим выражение  
                     

2 2 2cos (cos sin cos )θ ϕ α α= + .    (6) 

Подставив полученное выражение 
в (5), получим искомую зависимость, ко-
торая определяет угол ψ  через арккоси-
нус угла: 

 

2 2 2

coscos
cos sin cos

αψ
ϕ α α

=
+

.     (7) 

Для отыскания выражений для угло-
вой скорости по соответствующим коор-
динатам следует продифференцировать 
полученные выражения по времени. По-
сле дифференцирования (3) получим 

cos sin
cos

ϕθ αϕ
θ

• •

= .                (8) 

После выполнения дифференциро-
вания (5) получим выражение 
 

                 tg
tg
θψ θ
ψ

• •

= − .                       (9) 

Для определения угловых ускоре-
ний по тем же координатам следует 
отыскать выражения для вторых произ-
водных . 

После  дифференцирования (8) по-
лучим выражение 
 

    
2

sin sin sin
cos

θ θ ϕϕθ αϕ
θ

• •
•• •− +
= .        (10)  

После двойного дифференцирования (5) 
получим выражение 
 

2 2( cos cos (( ) ( ) )

2sin sin cos sin ) /

ψ ψ θ ψ θ

ψ θψ θ ψ θθ

•• • •

• • ••

= − + +

+ −

 

/ sin cos .ψ θ                      (11) 

Заметим, что формулы (10) и (11) 
упрощены, в них отброшены слагаемые 
со вторыми производными от угла ϕ , 
поскольку предполагается равномерное 
вращение входного звена. Полученные 
формулы справедливы и для шарнира 
О2, поскольку анализ показывает, что в 
нем происходят те же повороты на та-
кие же углы, но в обратном порядке. 

Приведенные выше формулы по-
ложены в основу алгоритма кинемати-
ческого анализа пальцевого кардана. 
Они представлены в форме, которая 
предполагает численное моделирование 
на компьютере и последующий анализ 
результатов, поэтому в них фигурируют 
промежуточные переменные, вычис-
ляемые на предыдущих этапах расчета.  

Расчет произведен для реального 
изготовленного пальцевого кардана для 
планетарного механизма, фотография 
которого представлена на рис. 3.  
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Рис. 6. Кинематические графики по координате θ : а – угол  θ ; б – угловая скорость 
•

θ ; в – угловое ускорение θ
••
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В исходных данных принято: длина 
звена О1О2 равна 100 мм, эксцентриси-
тет О2О3 равен 1 мм, угловая скорость 
входного вала -150 рад/с. На графиках 
(рис. 6) представлены результаты расчета 
по координате θ. По оси абсцисс отложен 
угол поворота эксцентрика О2О3, т. е. угол 
ϕ в пределах от 0 до 180°. Остальная часть 
в пределах 180–360° симметрична относи-
тельно оси абсцисс. 

Соответствующие графики по коор-
динате ψ имеют подобный вид и для со-
кращения объема статьи здесь не приво-
дятся. 

Из анализа полученной в результате 
выполненного расчета информации видно, 
что закономерности изменения углов по-
воротов, угловой скорости и углового ус-
корения по координатам ψ и θ  одинаковы 
и изменяются по закону, близкому к сину-
соидальному. Углы поворотов находятся в 
диапазоне от +0,01 рад до -0,01 рад, т. е. 
порядка 0,57 град, угловые скорости из-
меняются от +1,5 до -1,5 рад/c, угловые 
ускорения находятся в диапазоне от 0 до 
220 рад/с2. Полученные оценки позволяют 
судить об эффективности использования 
пальцевого кардана с назначенными пара-
метрами. 

Рассмотренная математическая мо-
дель пригодна и для анализа варианта 
схемы, когда ведомым является выходной 
вал, а колесо с внутренними зубьями за-
торможено (см. рис. 2). При этом относи-
тельные движения в кинематических па-
рах стержневого кардана не изменяются и 
остаются справедливыми представленные 
выше формулы. Кроме того, данная мо-
дель справедлива и для обычного кардан-
ного вала с крестовинами.  

 
Выводы 

В статье приведены результаты тео-
ретического и экспериментального иссле-
дования нового варианта механизма для 
передачи вращения от сателлита на вы-
ходной вал редуктора в планетарных ме-
ханизмах схемы K-H-V. Исследовано 

принципиально новое исполнение ме-
ханизма W в виде пальцевого кардана, 
не нашедшее пока применения в реаль-
ных конструкциях планетарных меха-
низмов. Составлена математическая 
модель карданного механизма, которая 
может использоваться во многих 
приложениях. Применение пальцевого 
кардана снижает требования к точности 
изготовления деталей редуктора, не 
ухудшая эксплуатационных качеств. 
Предложенный механизм является более 
эффективным, чем используемые для тех 
же целей механизм крестовой муфты и 
механизм параллельных кривошипов, в 
котором происходит консольное 
нагружение пальцев, что порождает 
значительные конструктивные и 
технологические проблемы. Кроме того, 
применение пальцевого кардана 
позволяет раcширить диапазон ис-
пользования планетарных передач, вы-
полненных по схеме K-H-V, упростить 
конструкцию и удешевить производство 
этого перспективного вида планетарных 
механизмов.  
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L. A. Borisenko   
Kinematics of the planetary reduction 
gear with a pin cardan  

The results of the mathematical modeling of the cardan joint kinematics in the planetary mechanism of K-
H-V circuit with a little difference in teeth numbers of the satellite and the supporting wheel are given in the pa-
per. The cardan model and numerical modeling of the cardan kinematics were made on basis of the spatial turn 
theory. The experimental work of the pin cardan in the gear planetary mechanism has been carried out. The re-
sults of the research can be used in different attachments including cycloidal reduction gears, precessional plane-
tary drives, which will help considerably simplify their manufacturing technique and reduce their cost. 




