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ИМИТАЦИОННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ КУРСОВОГО ДВИЖЕНИЯ ТРЕХОСНОЙ 
КОЛЕСНОЙ МАШИНЫ С УПРАВЛЯЕМЫМИ КОЛЕСАМИ НА ПЕРЕДНЕЙ И 
СРЕДНЕЙ ОСЯХ 

 

В статье предложена методика составления расчетной динамической схемы; математической модели, 
включающей динамические уравнения и уравнения кинематических связей, представленных в виде системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений; алгоритм и программное обеспечение для имитационного мо-
делирования курсового движения трехосной колесной машины с управляемыми колесами на передней и 
средней осях. Приведены некоторые полученные результаты имитационного моделирования. 

 

Курсовая устойчивость и управляе-
мость многоосных колесных машин в зна-
чительной степени определяется их массо-
геометрическими параметрами и упругими 
характеристиками шин [1]. В связи с этим в 
настоящей работе поставлена задача разра-
ботки математической модели и программ-
ного обеспечения, позволяющих прогнози-
ровать параметры курсового движения 
трехосных колесных машин на упругих 
пневматических шинах. 

Расчетная схема колесной машины с 
управляемыми колесами на передней и 
средней осях представлена на рис. 1. Мате-
матическая модель курсового движения та-
кой машины состоит из динамических урав-
нений и уравнений кинематических связей 
ее колес с опорной поверхностью [2]. 

Динамические уравнения получены 
на основе принципа Даламбера. 

Для составления уравнений кинема-
тических связей введем в рассмотрение 
угол увода δi между проекцией продоль-
ной диаметральной линии обода i-го ко-
леса на опорную поверхность и направле-
нием его скорости в центре пятна контак-
та шины. Направление этого угла проти-
воположно углу поворота обода колеса 
относительно его вертикальной оси. 

Так как в настоящей работе рас-
сматривается стационарное движение ко-
лесной машины с заданной начальной 
скоростью, то сумма проекций сил на ось 
0Х, на ось 0У и сумма моментов относи-

тельно центра масс равны нулю. Следо-
вательно, реакциями связей являются 
только боковые реакции опорной по-
верхности на колеса, а динамические 
уравнения имеют следующий вид: 
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где Yi – боковые реакции опорной по-
верхности на колеса; xc, yc – обобщен-
ные координаты остова колесной ма-
шины, соответствующие продольному и 
поперечному перемещениям; ϕ – курсо-
вой угол; δi, – углы увода шин соответ-
ствующих колес (рис. 1). 

Боковые реакции Yi вычисляются 
следующим образом: 

3...1, =⋅= ikuY iii δ , 

где kui – коэффициент сопротивления 
боковому уводу шины i-го колеса. 

Для обеспечения чистого движе-
ния колесной машины по криволиней-
ной траектории, т. е. без бокового 
скольжения ее шин, необходимым усло-
вием является существование мгновен-
ного центра поворота колес, записанно-
го в следующем виде: 
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где l1, l2, l3 –расстояния от центра масс 

колесной машины до ее передней, сред-
ней и задней осей соответственно; Θ,             
Θ2 – углы поворота управляемых колес 
передней и средней осей. 
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Рис. 1. Расчетная схема моделируемой системы 
 
 

Из уравнения (2) функция связи 
между углами Θ2 и Θ имеет вид: 
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Вторым условием, обеспечиваю-
щим криволинейное движение колесной 
машины без бокового проскальзывания 
шин, является равенство нулю суммы 
проекций продольной и поперечной со-
ставляющих скоростей каждого колеса на 
направления нормалей к векторам скоро-
стей геометрических центров ободьев 

соответствующих колес. Эти условия 
запишем в следующем виде: 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=−⋅−
−−⋅

=−Θ+⋅−
−−Θ+⋅
=−Θ+⋅−
−−Θ+⋅

,0)(
)(

;0)(
)(

;0)(
)(

33

33

222

222

111

111

δϕ
δϕ

δϕ
δϕ
δϕ
δϕ

Sinx
Cosy

Sinx
Cosy

Sinx
Cosy

&

&

&

&

&

&

          (4) 

где ii yx && ,  – проекции скоростей цен-
тров колес на продольную 0Х и попе-
речную 0У оси. 



Эл
ек
тр
он
на
я б
иб
ли
от
ек
а  

Бе
ло
ру
сс
ко

-Р
ос
си
йс
ко
го 
ун
ив
ер
си
те
та

Вестник  Белорусско-Российского университета. 2009. № 4(25) 
_________________________________________________________________________________________________________________ 

 
Транспорт 

40

Выразим продольные и поперечные 
координаты центров каждого колеса че-
рез обобщенные координаты: 
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Выражения (5) продифференцируем 
по времени: 
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Полученные выражения проекций 
скоростей (6) подставим в (4), тогда по-

лучим: 
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Продифференцировав уравнения 
(7) по времени и произведя формальные 
преобразования, получим уравнения 
кинематических связей, представляю-
щие собой условия (8) отсутствия боко-
вого скольжения пятен контактов колес 
на опорной поверхности: 
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Совокупность систем уравнений (1) 
и (8), представленных в виде системы 
уравнений (9), однозначно описывает 

движение трехосной колесной машины 
с управляемыми колесами на передней 
и средней осях. 
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Три последних уравнения в системе 
(9) являются неразрешенными относи-
тельно старших производных, поэтому 
применение стандартных методов решения 
дифференциальных уравнений для ее ин-
тегрирования не представляется возмож-
ным. В связи с этим алгоритм решения за-
дачи предусматривает два этапа [3]: 

1) представление системы (9) в виде 
системы линейных алгебраических урав-
нений относительно старших производ-
ных 321 ,,,,, δδδϕ &&&&&&&&& cc yx  и приведение ее к 
форме Коши, т. е. к системе из девяти 
дифференциальных уравнений первого 

порядка; 
2) численное интегрирование по-

лученной таким образом системы из де-
вяти дифференциальных уравнений. 

Схема алгоритма решения задачи, 
представленная на рис. 2, предусматри-
вает после ввода исходных данных и 
задания начальных условий интегриро-
вания вызов процедуры приведения 
системы дифференциальных уравнений 
к форме Коши, интегрирование системы 
дифференциальных уравнений, анализ 
текущих результатов интегрирования, 
формирование графических зависимо-
стей по результатам интегрирования. 

 

 
 

Рис. 2. Схема алгоритма имитационного моделирования курсового движения трехосной колесной 
машины 

2: Определ. нач. усл; 
t = 0 
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Программное обеспечение для ис-
следования курсового движения колесной 
машины разработано в среде программы 
Excel с использованием языка программи-
рования Visual Basic for Application. 

На схеме алгоритма (см. рис. 2) бло-
ки 1 и 2 предусматривают ввод с первого 
листа Excel исходных данных, таких как 
масса колесной машины, ее момент инер-
ции относительно центральной верти-
кальной оси, геометрические параметры и 
коэффициенты сопротивления боковому 
уводу шин движителей, а также задание 
начальных условий и временных пара-
метров интегрирования. В блоке 3 произ-
водится вычисление текущих значений 
углов поворота управляемых колес из 
матрицы, содержащей параметры закона 
их поворота. Блок 4 используется для ор-
ганизации вызова процедуры интегриро-
вания уравнений движения (9). Блок 5 
представляет собой процедуру вычисле-
ния старших производных системы диф-
ференциальных уравнений, который, в 
свою очередь, обращается к представлен-
ной блоком 6 процедуре решения систе-
мы линейных алгебраических уравнений, 
вычисляющей старшие производные пе-
ременных модели. Логический блок 7 от-
слеживает момент начала скольжения ко-
лес, восьмой блок фиксирует начало 

скольжения и организует завершение 
процесса интегрирования варианта. В 
блоке 9 выполняется формирование таб-
лицы результатов интегрирования, каж-
дая строка которой содержит численные 
значения таких параметров, как текущее 
время, переменные xc, yc, ϕ, скорости 
переменных ϕ&&& ,, cc yx , а также углы уво-
да шин δ1, δ2, δ3. В таблицу результатов 
интегрирования выводятся углы и ско-
рости поворота управляемых колес пе-
редней и средней осей, а также модуль 
скорости перемещения центра масс ко-
лесной машины. Блоки 10 и 11 исполь-
зуются для перехода к следующему мо-
менту времени интегрирования и про-
верки условия окончания процесса ин-
тегрирования уравнений движения. 
Блок 12 формирует графики и диаграм-
мы по результатам интегрирования. 

При подготовке исходных данных 
каждого варианта, кроме численных 
значений массогеометрических пара-
метров колесной машины, необходимо 
определить траекторию ее движения. 
Последние задаются в виде матрицы, в 
которой фиксируются моменты времени 
начала действия заданных во втором ее 
столбце скоростей изменения углов по-
ворота передних управляемых колес 
(табл. 1). 

 

Табл. 1. Закон изменения угла поворота управляемых колес 

t, c 1 3 5 9 11 13 50 

Θ& , рад/с 0 0,025 0 -0,025 0 0,025 0 

 

Интегрирование уравнений движе-
ния проводилось на интервале времени до 
100 с с различными значениями массо-
геометрических параметров по различным 
траекториям движения. 

Результаты имитационного модели-
рования выводились на второй лист Excel 
в виде численных значений моментов 
времени, обобщенных координат, их ско-
ростей и, при необходимости, боковых 
реакций опорной поверхности на колеса. 
На этот же лист выводились графики из-

менения во времени названных выше 
координат. Один из фрагментов имита-
ционного моделирования курсового 
движения колесной машины массой 
6000 кг по круговой траектории со ско-
ростью 7,5 м/с представлен на рис. 3. 

Из рис. 3 видно, что на протяже-
нии всего времени моделирования 100 с 
поддерживалось стационарное движе-
ние, так как модуль скорости движения 
центра масс колесной машины практи-
чески не изменялся и оставался равным 
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7,5 м/с, а курсовой угол за каждые 32,095 
с изменялся от 0 до 360 град и за время 

моделирования было совершено непол-
ных четыре оборота. 
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Рис. 3. Фрагмент варианта имитационного моделирования процесса движения трехосной колесной 
машины по круговой траектории: 1 – модуль скорости движения колесной машины v, м/с; 2, 3 – скорости перемещения 
центра масс колесной машины по осям 0Х и 0У: cc yx && , , м/с; 4 – курсовой угол ϕ, рад; 5, 6 – перемещения центра масс колесной 

машины по осям 0Х и 0У: xc, yc, м; 7, 8 – углы поворота управляемых колес: передней и средней осей: Θ, Θ2, рад; 9, 10, 11 – углы 
увода шин колес передней, средней и задней осей: δ1, δ2, δ3, рад 

 

После входа в поворот углы пово-
рота управляемых колес и углы увода со-
храняли постоянные значения, а скорости 
перемещения центра масс колесной ма-
шины по осям 0Х и 0У изменялись по си-
нусоидальному закону. 

На рис. 4, а представлена получен-
ная в результате имитационного модели-

рования диаграмма траектории движе-
ния точки центра масс колесной маши-
ны по круговой траектории с парамет-
рами v = 7,25 м/с, Θ&  = 0,05 рад/с, 
L1 = 2,2 м, L2 = 1,2 м, L3 = 1,6 м, а на 
рис. 4, б – с параметрами v = 7,25 м/с, 
Θ&  = 0,08 рад/с, L1 = 2,2 м, L2 = 1,2 м,             
L3 = 1,4 м. 
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Вариант, представленный на 
рис. 4, а, демонстрирует устойчивое дви-
жение по кругу. На рис. 4, б представлен 
вариант, в котором в момент времени 
t = 96,169 с произошло скольжение из-за 
неудачно выбранного сочетания геомет-

рических L1, L2, L3 и, возможно, других 
параметров, т. к. угол увода δ3 превысил 
20 град. При этом движение происходи-
ло по спирали с некоторым уменьшени-
ем радиуса траектории движения. 
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Рис. 4. Диаграммы движения трехосной колесной машины по круговой траектории в координа-

тах Х0У 
 

 
На рис. 5 приведены результаты мо-

делирования курсового движения колес-
ной машины по траектории «переставка», 
в котором угол управляемых колес изме-
нялся по закону, заданному в табл. 1. 

Результаты имитационного модели-
рования, представленные на рис. 5, пока-
зали, что при заданных исходных данных 
колесная машина после совершения ма-
невра отклонилась от начального поло-
жения за 14 с на 25 м и проехала за 50 с 
357 м. Движение после 14 с устойчиво,          
т. к. значения бокового смещения и кур-
совой угол колесной машины практиче-
ски не изменяются и она продолжает рав-
номерное прямолинейное движение до 
завершения времени моделирования. 

На рис. 6 представлен фрагмент ре-
зультатов моделирования режима движе-

ния «обгон» в координатах Х0У со ско-
ростью 7,25 м/с. 

Полученные результаты убеди-
тельно подтверждают работоспособ-
ность разработанных математического и 
программного обеспечений имитацион-
ного моделирования курсового движе-
ния трехосной колесной машины. 

Анализ представленных на рис. 3–5 
результатов и множества других вари-
антов имитационного моделирования, 
проведенных с различными вариантами 
исходных данных, позволяет сделать 
вывод, что разработанные математиче-
ская модель и программное обеспечение 
адекватно отображают процессы курсо-
вого движения трехосных колесных 
машин с управляемыми колесами на пе-
редней и средней осях. 
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Рис. 5. Фрагмент варианта имитационного моделирования курсового движения трехосной колес-
ной машины по траектории «переставка»: 1 – модуль скорости движения колесной машины v, м/с; 2, 3 – скорости пере-
мещения центра масс колесной машины по осям 0Х и 0У: cc yx && , , м/с; 4 – курсовой угол ϕ, рад; 5, 6 – перемещения центра масс 

колесной машины по осям 0Х и 0У: xc, yc, м; 7, 8 – углы поворота управляемых колес: передней и средней осей: Θ, Θ2, рад;                          
9, 10, 11 – углы увода колес передней, средней и задней осей: δ1, δ2, δ3, рад 
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Рис. 6. Фрагмент варианта имитационного моделирования курсового движения колесной машины 

по траектории «обгон» 
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Simulation of the rout motion of a 3-axes wheeled  
Machine  with controlled wheels on the front and  
middle axes 

The authors offer the technique of drawing a design dynamic diagram, a mathematical model including 
dynamic equations and the equations of kinematic relations represented in the form of common differential equa-
tions, an algorithm and software for simulation the motion of a 3-axes wheeled vehicle with controlled wheels on 
the front and middle axes. Some results of simulation have been submitted. 
 




