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Введение 

Целью учебной дисциплины является обучение будущих инженеров мето-
дам решения практических задач механики деформируемого твердого тела в 
области упругих и упругопластических деформаций, методам проведения ис-
пытаний по определению механических свойств материалов и измерению де-
формаций и напряжений в конструкциях. Эти знания необходимы не только 
при проектировании новых конструкций, но и для грамотной их эксплуатации. 

Материал дисциплины изучается в лекционном курсе, закрепляется при 
выполнении лабораторных и практических работ. 

По результатам выполнения лабораторной работы оформляется отчет, со-
держащий титульный лист, цель работы, основные этапы постановки задачи, 
расчетные схемы, эпюры напряжений, перемещений и др., графики и выводы. 
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1 Лабораторная работа № 1. Пример решения задачи  
об осевом растяжении-сжатии 

Цель работы: изучить решение задач об осевом растяжении-сжатии. 
 
1.1 Общие сведения 
 
Осевым растяжением (сжатием) называют такой вид деформации, при 

котором внутренние силы упругости, возникающие в поперечном сечении 
стержня, приводятся лишь к одному внутреннему силовому фактору –
продольной силе N.  

При известных внешних силах продольная сила определяется из уравнения 
равновесия, составленного для отсеченной части стержня. Метод определения 
внутренних силовых факторов по заданным внешним силам называется мето-
дом сечений. 

 
1.2 Пример выполнения работы 
 
Абсолютно жесткий брус закреплен горизонтально при помощи двух 

стальных стержней длиной l и площадью поперечного сечения А (рисунок 1.1). 
Система нагружена внешней силой F. Требуется выполнить необходи- 
мые расчеты. 

 
Рисунок 1.1 – Расчетная схема 

 
Исходные данные 
l1 = 2 м; 
l2 = 3 м; 
А1 = 4 см2; 
А2 = 6 см2; 
а = 2 м; 
b = 3 м; 
F = 100 кН. 

 
Решение 
 

1. Определяем усилия и напряжения в стержнях. 
1.1 Вычисляем число лишних неизвестных. На данную систему наложены 

четыре связи – две внешние (опорные связи) и две внутренние (стержни 1 и 2); 
следовательно, NНЕИЗВ. = 4. Имеем плоскую систему произвольных сил, следо-
вательно, NУР.СТ. =  3. Тогда  

 

Л = NНЕИЗВ. – NУР.СТ.  = 4 – 3 = 1. 
 

Следовательно, задача один раз статически неопределима. 
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1.2 Выбираем основную систему. Для этого разрезаем стержень 1, удаляя 
тем самым одну внутреннюю связь. Основная и эквивалентная системы показа-
ны на рисунке 1.2. 

а)       б) 

 
Рисунок 1.2 – Основная (а) и эквивалентная (б) системы 

1.3 Составляем каноническое уравнение метода сил: 

11 1 1 0FХ    . 
 

1.4 Загружаем поочередно основную систему силой 𝑋ଵ = 1 (рисунок 1.3)  
и внешней нагрузкой F (рисунок 1.4) и находим усилия в стержнях системы. 

  
Рисунок 1.3 – Расчетная схема    Рисунок 1.4 – Расчетная схема 
 

0;Cm   
 

1 1 sin 60 0;X a N b        
 

1
2

1 2
0,77;

sin 60 0,866 3

X a
N

b

 
  

  
 

 

12 1;N X   
 

2 0,77;N   
 

0;Cm   
 

2 sin 60 0;FF a N b        
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2
2

0,77 ;
sin 60 0,866 3F

F a F
N F

b

 
   

  
 

1 0;FN   
 

2 0,77 .FN F   

1.5 Находим коэффициент и свободный член канонического уравнения. 
ОбозначимA1 =А, тогда A2 = 1,5 А. 

 

2
2 2

11
1 1 3,186

1 2 0,77 3 ;
1,5

i iN l

EA EA EA EA


        




 
 

1
1 1,186

0,77 0,77 3 .
1,5

iiF
F i

N N F
l F

EA EA EA

 
        


  

 

1.6 Вычисляем неизвестное усилие Х1: 
 

1
1

11

(1,186 ) /
0,372 0,372 100 37,2

3,186 /
F F EA

X F
EA

 
           


 

кН;

  

2 2 2 1 0,77 0,77 ( 0,372 ) 0,483 48,3FN N N X F F F           

 

кН. 
 

Знаки показывают, что стержень 1 сжат, а стержень 2 – растянут. Опреде-
ляем напряжения в стержнях: 

 

3 31
1 2

1

0,372
0,93 10 100 10 93

4 10

N F

A
 

         


 МПа; 

 

3 32
2 2

2

0,483
0,805 10 100 10 80,5

6 10

N F

A


       


 МПа. 

 

2 Находим наибольшую допускаемую нагрузку. Для этого записываем 
условие прочности для более нагруженного стержня: 

 

 3
max 1 0,93 10 .F       

 
 

Тогда 

   
3 3

160
172

0,93 10 0,93 10
F  


  

 
 кН.

 
 

3 Определяем коэффициенты запаса прочности стержней при найденной 
допускаемой нагрузке по формуле 

 

.Tk




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Находим напряжения в стержнях при F=[F]: 
 

3 3 3
1 0,93 10 0,93 10 172 10 160F              МПа;

 
 

3 3 3
2 0,805 10 0,805 10 172 10 138,5F           МПа. 

 

Тогда 

1
1

2
2

240
1,5;

160

240
1,73.

138,5

T

T

k

k


  



  


 
4 Определяем допускаемую нагрузку 

по несущей способности. В этом случае 
считают, что деформация материала под-
чиняется закону Гука до предела текуче-
сти σT, а затем материал деформируется 
при постоянном напряжении σ = σT (без 
упрочнения). Такую диаграмму напряже-
ний (рисунок 1.5) называют идеальной 
диаграммой Прандтля, и она характерна 
для идеально пластичных материалов. 
Предельная, или  разрушающая,  нагрузка  

 
Рисунок 1.5 – Диаграмма напряжений 

находится в момент, когда напряжения во всех стержнях системы достигают 
предела текучести. 

Определяем усилия в стержнях в момент наступления текучести: 
 

2 3
1 1 240 4 10 96 10 H 96TN A          кН; 

 

2 3
2 2 240 6 10 144 10 H 144TN A          кН. 

 

Записываем уравнение равновесия исходной стержневой системы (см. ри-
сунок 1.1), предполагая, что стержень 1 сжат, а стержень 2 растянут: 

 

0;Cm   

 

1 2 sin60 0.N a N b F a       
  

Отсюда находим предельную нагрузку 
 

1 2 sin 60 96 2 144 0,866 3
283

2пред
N a N b

F
a

        
      кН.

 
Допускаемая нагрузка определяется как предельная, деленная на коэффи-

циент запаса прочности: 
 

  283
188,7

1,5
предF

F
k

    кН.
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5 Сравниваем значения допускаемой нагрузки, найденные в пп. 2 и 4: 
 

   
 
4 2

2

188,7 172
100 % 100 % 9,7 %.

172

F F

F

 
        

 
 

Следовательно, при расчете по несущей способности допускаемую нагруз-
ку можно увеличить на 9,7 % по сравнению с расчетом по допускаемым напря-
жениям. Это показывает, что расчет по допускаемым напряжениям не исчерпы-
вает несущей способности сооружения. 

 
1.2 Порядок выполнения работы 
 
Решить задачу в соответствии с вариантом из таблицы 1.1. 
 
Таблица 1.1 – Исходные данные  
 

Первая 
цифра 

F,  
кН 

q, 
 кН/м 

a,  
м 

l1, 
 м 

Вторая 
цифра 

А1, 
см2 

b,  
м 

l2, 
 м 

Третья циф-
ра (номер 

схемы)

А2, 
см2 

α1, 
град 

α2, 
град 

1 20 – 1,0 2,1 1 6 1,1 1,2 1 6 30 60 

2 – 10 1,2 2,2 2 7 1,2 1,4 2 7 90 90 

3 30 – 1,4 2,3 3 8 1,3 1,6 3 10 80 50 

4 – 15 1,6 2,4 4 9 1,4 1,8 4 12 50 80 

5 40 – 1,8 2,5 5 10 1,5 2,0 5 14 90 90 

6 – 20 2,0 2,6 6 11 1,6 2,2 6 16 60 80 

7 50 – 2,2 2,7 7 12 1,7 2,4 7 17 75 60 

8 – 25 2,4 2,8 8 13 1,8 2,6 8 18 45 45 

9 60 – 2,6 2,9 9 14 1,9 2,8 9 19 70 40 

0 – 30 2,8 3,0 0 15 2,0 3,0 0 20 40 70 

 
Абсолютно жесткий брус (рисунок А.1) закреплен горизонтально при по-

мощи двух стальных стержней длиной l и площадью поперечного сечения А. 
Модуль упругости материала стержней Е = 2∙105 МПа. Система нагружена 
внешней силой F или q. Требуется: 

1) определить усилия и напряжения в стержнях при заданной нагрузке; 
2) найти наибольшую допускаемую нагрузку, если [σ] = 160 МПа; 
3) определить коэффициенты запаса прочности стержней при найденной 

допускаемой нагрузке; 
4) определить допускаемую нагрузку по несущей способности, если предел 

текучести материала σТ = 240 МПа и коэффициент запаса прочности k = 1,5; 
5) сравнить найденные значения допускаемой нагрузки. 
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2 Лабораторная работа № 2. Анализ напряженно-
деформированного состояния пластины 

 
Цель работы: получить навыки проведения анализа напряженно-

деформированного состояния пластины. 
 
2.1 Общие сведения 
 
Совокупность напряжений, действующих на всевозможных площадках, 

проходящих через рассматриваемую точку тела, называется напряженным со-
стоянием в точке. 

Напряженное состояние вполне определяется нормальными и касательны-
ми напряжениями, действующими по трем взаимно перпендикулярным пло-
щадкам. Известно, что площадки, на которых касательные напряжения отсут-
ствуют, называются главными площадками. Нормальные напряжения, дей-
ствующие на главных площадках, называются главными напряжениями. 

 
2.2 Пример выполнения работы 
 
Бесконечно малый элемент, выделенный в 

опасной точке нагруженного тела, находится в 
плоском напряженном состоянии (рисунок 2.1). 
Требуется выполнить необходимые расчеты. 

Дано: 
σx = 80 МПа; 
σy = 40 МПа; 
τxy = 20 МПа; 
материал – сталь малоуглеродистая. 

Рисунок 2.1 – Расчетная схема 
Решение 
 
1 Определяем главные напряжения и направление главных площадок. 
 
Аналитическое решение 
 
Величины главных напряжений при плоском напряжённом состоянии 

находятся по формуле 
 

max
min

2 2
{

1
( ) 4

2 2
x y

x y xy

  
         .

   
(2.1) 

 

Индексы у главных напряжений устанавливаются после вычисления кор-
ней с соблюдением условия 1 2 3     . При этом следует учитывать, что при 
плоском напряжённом состоянии одно из главных напряжений равно нулю. 
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Вычисляем 

max
min

2 2
{

80 40 1
(80 40) 4 20 (60 28,3)

2 2


         МПа; 

 

max 60 28,3 88,3     МПа; 
 

min 60 28,3 31,7     МПа. 
 

Тогда главные напряжения 
 

1 max 88,3     МПа; 
 

2 min 31,7     МПа; 
 

3 0   МПа. 
 

Определяем направление главных площадок по формулам 
 

0

2
tg2 xy

x y

 
 

 
;  0

2 20
tg2 1;

80 40


  


 

 

02 45 ;  
   

0 22,5 .    
 

При этом нужно пользоваться следующим 
правилом: 

1) если 0 0  , то его значение откладывается 
от направления σх против часовой стрелки, и 
наоборот; 

2) если σх > σy, то полученное направление 
является направлением σmax;  

3) если σх < σy, то это направление будет 
направлением σmin. 

Направления главных напряжений σ1 и σ2 
взаимоперпендикулярны. Площадки, перпенди-
кулярные направлениям σ1 и σ2, – главные площадки (рисунок 2.2). 

Следует отметить, что среди нормальных напряжений на всевозможных 
площадках, проходящих через рассматриваемую точку и параллельных оси z 
(ось, перпендикулярная чертежу), главное напряжение σ1 является наибольшим, 
а σ2  – наименьшим. 

 
Графическое решение 
 
Известным уравнениям, связывающим главные напряжения с нормальны-

ми и касательными напряжениями на наклонных площадках, можно дать про-
стое геометрическое толкование  – эти зависимости могут быть представлены 
графически с помощью круговой диаграммы Мора. 

Известно, что при плоском напряжённом состоянии каждой площадке из 

Рисунок 2.2 – Графическая 
схема
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семейства площадок, параллельных оси z (ось z является главной), на окружно-
сти диаграммы Мора соответствует точка, координаты которой равны нормаль-
ным и касательным напряжениям на этой площадке. При этом угол между дву-
мя произвольными площадками элемента на круговой диаграмме удваивается. 
Поэтому на круговой диаграмме двум взаимно перпендикулярным площадкам 
элемента должны соответствовать две диаметрально противоположные точки. 
Однако принятое выше правило знаков для касательных напряжений не позво-
ляет выполнить данное требование, что, впрочем, не сказывается на форме кру-
говой диаграммы. 

Рассмотрим порядок построения круговой диаграммы Мора (рисунок 2.3). 

 
 

Рисунок 2.3 – Диаграмма Мора 
 

Проводим координатные оси σ–τ. По известным напряжениям, действую-
щим на вертикальной и горизонтальной площадках элемента (см. рисунок 2.1), 
на круговой диаграмме находим две соответствующие этим площадкам точки. 
Другими словами, в системе координат σ–τ в выбранном масштабе находим две 
точки с координатами Dx (σx; τxy) и Dy (σy; τxy). Так как угол между двумя произ-
вольными площадками элемента на круговой диаграмме удваивается, то эти 
точки должны располагаться на противоположных концах одного диаметра. 
Однако, учитывая то, что знак τ на обеих площадках положительный, ординаты 
обеих точек откладываем вверх. Кроме того, на других произвольных площад-
ках элемента знак τ также останется положительным, изменяться будет лишь 
его величина. Поэтому при построении круговой диаграммы Мора можно огра-
ничиться только верхней половиной круга, однако для наглядности строится 
весь круг Мора, При этом предполагается, что нижняя половина круга является 
комплексно-сопряжённой частью верхней половины.Далее отрезок на оси σ, 
равный разности напряжений σx и σy, делим пополам. Середину отрезка, точ- 
ку С, соединяем с точкой Dx. Радиусом R = CDx из центра в точке С проводим 
окружность. Круговая диаграмма Мора построена (см. рисунок 2.3). 
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Отрезки ОА и ОВ изображают в масштабе построения величины главных 
напряжений σ1 и σ2 соответственно. Для нахождения положения главных пло-
щадок и направлений главных осей определяем полюс на круговой диаграмме. 
При принятом правиле знаков для касательных напряжений полюсом будет 
точка Р, совпадающая с точкой Dx с координатами σx и τxy. Соединив полюс с 
точками А и В, находим положение главных площадок. Направление главных 
напряжений σ1 и σ2 будет перпендикулярно соответствующим главным пло-
щадкам (см. рисунок 2.3). 

Учитывая то, что правило знаков касательных напряжений, связанное с пово-
ротом внешней нормали, довольно часто встречается в учебной литературе, в том 
числе и новейшей, построим круговую диаграмму Мора с учетом и этого правила 
знаков (рисунок 2.4). Специальных пояснений при этом не приводим. 

 
Рисунок 2.4 – Диаграмма Мора с учетом соблюдения правила знака 

 
2 Вычисляем максимальные касательные напряжения по формуле 
 

1 3
max 2

 
  . 

 

Следует иметь в виду, что если оба корня уравнения (2.1) положительные 
или оба отрицательные, то площадка, на которой действует τmax, не параллельна 
оси z, а след этой площадки не лежит в плоскости чертежа. 

В этом случае точка, соответствующая площадке, на которой действует 
τmax, на круговой диаграмме отсутствует. Эта точка находится на дополнитель-
ном (большом) круге, построенном на отрезке ОА как на диаметре, и является 
наиболее удаленной от оси σ точкой этого круга: 

 

max
88,3 0

44,15
2


   МПа. 
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3 Определяем относительные деформации , ,x y z    из аналитических вы-

ражений обобщенного закона Гука: 
 

1
( ) ;x x y zE

            

 

1
( ) ;y y z xE

            
 

1
( ) ,z z x yE

            
 

где μ – коэффициент Пуассона; 
Е – модуль продольной упругости. 

Принимая для стали μ = 0,3 и Е = 2∙105 МПа, вычисляем 
 

  4
5

1 1
( ) 80 0,3 (40 0) 3,4 10 ;

2 10x x y zE
                    

  4
5

1 1
( ) 40 0,3 (0 80) 0,8 10 ;

2 10y y z xE
                    

  4
5

1 1
( ) 0 0,3 (80 40) 1,8 10 .

2 10z z x yE
                     

 

Определяем относительную объемную деформацию по формуле 
 

1 2 3
1 2

( ).V
V

V E

  
            (2.2) 

 

Формулу (2.2) можно переписать в виде 

,V
p

K
   

где 

1 2 3
1 .

1

3 3 3
x y z

октp I
        

     
 

 

Здесь σокт (нормальное октаэдрическое напряжение) –  нормальное напря-
жение на октаэдрической (равнонаклоненной к трем главным осям) площадке. 
По-другому σокт называют гидростатическим напряжением. Величина 

 

3 (1 2 )

E
K 

    
 

называется модулем деформации. 
Вычисляем 
 

80 40 0
40

3 3
x y z

окт p
      

      МПа; 
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5
52 10

1,67 10
3 (1 2 0,3)

K


  
  

 МПа, 

тогда 
4

5

40
2,4 10

1,67 10V
   


. 

 

В качестве проверки вычислений служит равенство V x y z       . 
 

4 4(3,4 0,8 1,8) 10 2,4 10x y z V
              . 

4 Находим удельную потенциальную энергию деформации. Потенциаль-
ная энергия, накапливающаяся в единице объема тела в результате его дефор-
мации (удельная потенциальная энергия) при объемном напряженном состоя-
нии, определяется по формуле 

 

1 1 2 2 3 3

2 2 2
u

       
    2 2 3

1 2 3 1 2 2 3 3 1
1

2 ( )
2 E

                  
.  

 

В нашем случае σ3 = 0. 
Вычисляем 
 

2 2 5
5

1
88,3 31,7 2 0,3 (88,3 31,7) 3561 10

2 10
u           

 Н∙мм/мм3  = 

= 35610 Дж/м3. 
 

5 Проверяем прочность материала в рассматриваемой точке. Так как мало-
углеродистая сталь на растяжение и сжатие работает одинаково, то применяем 
третью теорию прочности – теорию наибольших касательных напряжений. 
Условие прочности по этой теории записывается в следующем виде: 

 

 1 3σ σ σ σ .экв     
 

Проверяем выполнение этого условия: 
 

88,3 0 88,3  МПа < [σ] = 160 МПа. 
 

Следовательно, прочность материала обеспечивается. 
 
Порядок выполнения работы 
 
Решить задачу в соответствии с вариантом (таблица 2.1). 
Бесконечно малый элемент, выделенный в опасной точке нагруженного 

тела, находится в плоском напряженном состоянии (рисунок Б.1). 
Требуется: 
1) определить аналитически и графически (при помощи круговой диа-

граммы Мора) главные напряжения и направление главных площадок; 
2) вычислить максимальные касательные напряжения; 
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3) показать на чертеже элемента и на круговой диаграмме Мора главные 
площадки и направление главных напряжений, а также положение площадок с 
максимальными касательными напряжениями; 

4) определить относительные деформации , ,x y z   ; 

5) определить относительную объемную деформацию; 
6) найти удельную потенциальную энергию деформации; 
7) проверить прочность материала в рассматриваемой точке по одной из 

теорий прочности. 
 
Таблица 2.1 – Исходные данные  
 

Первая 
цифра 

σx, 
МПа 

τxy, 
МПа 

Вторая 
цифра 

σy, 
МПа 

Третья циф-
ра (номер 

схемы)

Теория 
прочно-

сти

[σр], 
МПа 

[σc], 
МПа 

E, 
МПа 

µ 

1 10 10 1 20 1 III 160 160 2,0ꞏ105 0,26 

2 20 20 2 30 2 M 40 120 1,0ꞏ105 0,23 

3 30 30 3 40 3 IV 150 150 2,1ꞏ105 0,28 

4 40 40 4 50 4 M 35 100 1,1ꞏ105 0,24 

5 50 50 5 60 5 III 140 140 2,0ꞏ105 0,33 

6 60 60 6 70 6 IV 150 150 2,1ꞏ105 0,32 

7 70 50 7 80 7 M 30 120 1,15ꞏ105 0,25 

8 80 40 8 90 8 III 160 160 2,0ꞏ105 0,30 

9 90 30 9 100 9 M 25 100 1,2ꞏ105 0,26 

0 100 20 0 110 0 IV 180 180 2,1ꞏ105 0,28 

 
 
3 Лабораторная работа № 3. Решение задачи о кручении 

бруса 
 
Цель работы: получить навыки решения задачи о кручении бруса. 
 
3.1 Общие сведения 
 
Кручением называется такой вид деформации, при котором в поперечном 

сечении бруса возникает только один внутренний силовой фактор – крутя- 
щий момент. 

В произвольном поперечном сечении бруса крутящий момент численно 
равен алгебраической сумме внешних скручивающих моментов, действующих 
по одну сторону от рассматриваемого сечения. 

Крутящий момент в сечении будем считать положительным, если внешний 
момент стремится повернуть рассматриваемую часть бруса по часовой стрелке 
при взгляде на сечение со стороны его внешней нормали. 

 
  



17 

3.2 Пример выполнения работы 
 
К стальному валу приложены три известных момента и один не известный 

момент X (рисунок 3.1, а). Требуется выполнить необходимые расчеты. 
 

Решение 
 

1 Находим значение момента X, при котором угол поворота концевого се-
чения вала равен нулю. Составляем уравнение угла закручивания сечения А: 

 

   2 31
2( 2 )

φ 0A
P P P P

X b c M b c M bM a b c

GJ GJ GJ GJ

        
       

 

 1 2 3( 2 )

2

M a b c M b c M b
X

b c

        
  

 
15 4,5 8 2,5 6 1,5

20
4

    
  кН. 

 

 
Рисунок 3.1 – Расчетная схема 
 
2 Строим эпюру крутящих моментов. Используя метод сечений, вычисля-

ем внутренние крутящие моменты на характерных участках вала.  
Участок 1 (0 ≤ z1 ≤ 0,5 м): Мк1 = М1 = 15 кН∙м. 
Участок 2 (0,5 м ≤ z2 ≤ 2 м): Мк2 = М1 – X = 15 – 20 = – 5 кН∙м. 
Участок 3 (2 м ≤ z3 ≤ 3 м): Мк3 = М1 – X + M2  = 15 – 20 + 8= 3 кН∙м. 
Участок 4 (3 м ≤ z4 ≤ 4,5 м): Мк3 = М1 – X + M2  = 15 – 20 + 8 – 5 = – 2 кН∙м. 
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Из эпюры МK (см. рисунок 3.1, б) видно, что МK(max) = М1 = 15 кН∙м. 
Определяем диаметр вала: 
– из условия прочности 
 

 
6

(max) 33
16 16 15 10

98,5 мм 100 мм;
π τ π 80

KM
d

  
     

   

– из условия жесткости 
 

 
6

(max)
44

4 3

32 32 15 10
86 мм 90 мм,

π θ π 8 10 0,035 10
KM

d
G 

  
     

       

 

где G – модуль сдвига для стали, G = 8ꞏ104МПа; 
[θ] = 2 град/м = 0,035ꞏ10-3 рад/мм. 
Окончательно принимаем d = 100 мм. Тогда 

 
3 3π π 10

196,25
16 16P

d
W

 
    см3; 

 
4 4π π 10

981,25
32 32P

d
J

 
    см4. 

 

3 Вычисляем максимальные касательные напряжения на участках вала: 
 

6
1

1 3

15 10
τ 76,4

196,25 10
K

P

M

W


  


 МПа; 

 
6

2
2 3

5 10
τ 25,5

196,25 10
K

P

M

W

 
   


 МПа; 

 
6

3
3 3

3 10
τ 15,3

196,25 10
K

P

M

W


  


 МПа; 

 
6

4
4 3

2 10
τ 10,2

196,25 10
K

P

M

W

 
   


 МПа. 

 

По этим расчетам строим эпюру maxτ  (см. рисунок 3.1, в). 
4 Находим углы закручивания сечений на каждом участке вала: 
 

6 3
1 1

1 8

15 10 0,5 10 180
φ 0,0096 рад 0,0096 0,548 ,

7850 10 π
K

P

M l

GJ

    
       

  

 

где GJP = 8ꞏ104ꞏ981,25ꞏ104 = 7850ꞏ108 Нꞏмм2; 
 

6 3
2 2

2 8

5 10 1,5 10
φ 0,0096 рад 0,548 ;

7850 10
K

P

M l

GJ

    
       

  
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6 3

3 3
3 8

3 10 1 10
φ 0,0038 рад 0,219 ;

7850 10
K

P

M l

GJ

   
     


 

 

6 3
4 4

4 8

2 10 1,5 10
φ 0,0038 рад 0,219 .

7850 10
K

P

M l

GJ

    
       

  

 

Вычисляем углы закручивания граничных сечений участков относительно 
неподвижного сечения В: 

 

4 4φ φ 0, 219 ;B      
 

3 4 3φ φ φ 0, 219 0, 219 0;B B         
 

2 3 2φ φ φ 0 ( 0,548) 0,548 ;B B           
 

1 2 1φ φ φ 0,548 0,548 0.B B         
 

Строим эпюру углов закручивания поперечных сечений вала (см. рисунок 3.1, г). 
6 Находим наибольший относительный угол закручивания. При любом ко-

личестве участков вала независимо от их линейных размеров величина θmах 
находится по формуле 

 

6
(max) 3

max 8

15 10
θ 0,0191 10

7850 10
K

P

M

GJ


   


 рад/мм = 1,095 град/м. 

 

Порядок выполнения работы 
 
Решить задачу в соответствии с вариантом из таблицы 3.1 
 
Таблица 3.1 – Исходные данные  
 

Первая 
цифра 

а, м 
М1, 

кНꞏм 
[τ], 

МПа 
Вторая 
цифра 

b, м
М2, 

кНꞏм
[θ], 

град/м

Третья циф-
ра (номер 

схемы) 
с, м 

М3, 
кНꞏм 

1 1,1 1 50 1 2,0 2 1,0 1 0,5 1,5 

2 1,2 2 60 2 1,9 4 1,2 2 0,6 3,3 

3 1,3 3 65 3 1,8 6 1,4 3 0,7 4,5 

4 1,4 4 70 4 1,7 8 1,6 4 0,8 6,0 

5 1,5 5 75 5 1,6 10 1,8 5 0,9 7,5 

6 1,6 6 80 6 1,5 12 2,0 6 1,0 9,0 

7 1,7 7 85 7 1,4 14 2,2 7 1,1 10,5 

8 1,8 8 90 8 1,3 16 2,4 8 1,2 12,0 

9 1,9 9 95 9 1,2 18 2,6 9 1,3 13,5 

0 2,0 10 100 0 1,0 20 2,8 0 1,4 15,0 
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К стальному валу приложены три известных момента М1, М2, М3 и один 
неизвестный Х (рисунок В.1).  

Требуется: 
1) определить значение момента X, при котором угол поворота концевого 

(не защемленного) сечения вала равен нулю; 
2) построить эпюру крутящих моментов при найденном значении Х; 
3) определить диаметр вала из условия прочности и жесткости, приняв  

G = 8∙104 МПа; 
4) вычислить максимальные касательные напряжения на всех участках ва-

ла и построить эпюру τmах; 
5) построить эпюру углов закручивания поперечных сечений вала; 
6) найти наибольший относительный угол закручивания. 
 
 

4 Лабораторная работа № 4. Анализ геометрических 
характеристик плоских сечений 

 
Цель работы: получить практические навыки анализа геометрических ха-

рактеристик плоских сечений. 
 
4.1 Общие сведения 
 
Сопротивление стержня различным видам деформирования часто зависит не 

только от его материала и размеров, но и от характера осевой линии, формы попе-
речных сечений и их ориентации. Для двутавровой стандартной балки, постав-
ленной на две опоры, показатели несущей способности примерно в 7 и 30 раз вы-
ше, чем у балки квадратного поперечного сечения такой же площади, cделанной 
из того же материала. Таким образом, рациональное расположение материала по 
сечению позволяет снизить его расход. В расчетах конструкций на механическую 
надежность очень часто приходится оперировать такими характеристиками плос-
ких фигур, как статический момент, осевой и полярный моменты инерции. Гео-
метрические характеристики – числовые величины (параметры), определяющие 
размеры, форму, расположение поперечного сечения однородного по упругим 
свойствам деформируемого элемента конструкции (и, как следствие, характери-
зующие сопротивление элемента различным видам деформации). 

 
4.2 Пример выполнения работы 
 
Для заданного поперечного сечения (рисунок 4.4), состоящего из прокат-

ных профилей: швеллера № 24 (рисунок 4.1) и уголка 160 × 100 × 10 мм (рису-
нок 4.2) и соединительной пластины прямоугольного сечения 25 × 2 см (рису-
нок 4.3), требуется выполнить необходимые расчеты. 

 

Решение 
 
Выписываем из таблицы 4.1 сортамента, а также вычисляем некоторые 

геометрические характеристики отдельных сечений: 
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bШВ = 9см, 
hШВ = 24 см, 
A1 = 30,6 см2, 
x01 = 2,42 cм, 
Jx1 = 2900 см4, 
Jy1 = 208 см4  

Рисунок 4.1 – Швеллер № 24 (ГОСТ 8239–89) 

 
Вун = 16 см, 
bун = 10 см, 
A2 = 25,3 см2, 
x02 = 5,23 см, 
y02 = 2,28 см, 
Jx2 = 204 см4, 
Jy2 = 667 см4, 
Jmin = 121 см4  

Рисунок 4.2 – Уголок 160 × 100 × 10 мм (ГОСТ 8510–86)  
 

 
bл = 25 см, 
hл = 2 см  

Рисунок 4.3 – Лист (прямоугольник) 25 × 2 см 

 
Площадь листа рассчитывается по формуле 
 

3 25 2 50л лА b h      см2. 
 

Моменты инерции сечения определяются по следующим формулам: 
 

3 3

3
25 2

16,7
12 12
л л

x
b h

J
 

    см4; 

 
3 3

3
2 25

2604,17
12 12
л л

y
h b

J
  

    см4. 

 

1 Определяем положение центра тяжести сечения. 
1.1 Вычерчиваем заданное сечение в масштабе 1:2 и проводим вспомога-

тельные оси x0 и у0 (см. рисунок 4.4). 
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Рисунок 4.4 – Расчетная схема 
 
1.2 Определяем координаты центра тяжести в системе вспомогательных 

осей по формулам 
 

0 1 1 2 2 3 3

1 2 3

y i i
C

i

S A x A x A x A x
x

A A A A A

     
  

 



; 

 

0 1 1 2 2 3 3

1 2 3

i ix
C

i

A yS A y A y A y
y

A A A A A

     
  

 



, 

где 

1 01 9 2,42 6,58швx b x      см; 
 

1
24

2 14
2 2
шв

л
h

y h    
 
см; 

 

2 02 9 5,23 14,23швx b x      см; 
 

2 02 2 2,28 4,28лy h y      см; 
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3
25

12,5
2 2
лb

x   
 
см; 

 

3
2

1
2 2
лh

y   
 
см. 

 

1 2 3 30,6 25,3 50 105,9A A A A        см2. 
 

Вычисляем 
 

30,6 6,58 25,3 14,23 50 12,5
11,20

105,9cx
    

 
 
см; 

 

30,6 14 25,3 4,28 50 1
5,54

105,9cy
    

 
 
см. 

Наносим на чертеж положение центра тяжести сечения (точку С) и прово-
дим центральные оси хС и уС (см. рисунок 4.4). 

2 Находим направление главных центральных осей. 
2.1 Вычисляем осевые и центробежный моменты инерции в системе цен-

тральных осей по формулам 
 

1 2 3

2 2 2 2
1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )

c ix x i i x x xJ J A a J A a J A a J A a            ; 
 

1 2 3

2 2 2 2
1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )

c iy y i i y y yJ J A b J A b J A b J A b            ; 
 

1 1 2 2 3 31 1 1 2 2 2 3 3 3( ) ( ) ( ) ( ).
c c i ix y x y i i i x y x y x yJ J A a b J A a b J A a b J A a b                 

 

Находим расстояния ai и bi, между центральными осями xi и yi, составных 
частей сечения и центральными осями xc и yc всего сечения в целом соответ-
ственно: 

 

i i ca y y  ; 

1 14 5,54 8,46a     см; 

2 4,28 5,54 1,26a      см; 

3 1 5,54 4,54a      см; 

i i cb x x  ; 

1 6,58 11,2 4,62b      см; 

2 14,23 11,2 3,03b     см; 

3 12,5 11,2 1,3b     см. 
 

Центробежные моменты инерции составных частей 
1 1

0x yJ   и 
3 3

0x yJ  ,  

т. к. швеллер и лист имеют оси симметрии. Центробежный момент инерции 
неравнополочного уголка определяется по формуле 

 

min min( ) ( )xy x yJ J J J J     . 
 

Знак центробежного момента инерции выбирается в зависимости от поло-
жения уголка в сечении (рисунок 4.5). 

Согласно правилу знаков (в случаях а и в 0xyJ  ; в случаях б и г 0xyJ  )  
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в нашем случае имеем 
 

2 2
(667 121) (204 121) 213x yJ         см4. 

 

 
 

Рисунок 4.5 – Правило знаков 
 
Вычисляем 

2 2(2900 30,6 8,46 ) (204 25,3 ( 1,26) )
cxJ          

2(16,7 50 ( 4,54) ) 6381,5      см4; 
 

2 2(208 30,6 ( 4,62) ) (667 25,3 3,03 )
cyJ          

2(2604,17 50 1,3 ) 4448,9     см4; 
 

(0 30,6 8,46 ( 4,62)) ( 213 25,3 ( 1,26) 3,03)
c cx yJ            

 
(0 50 ( 4,54) 1,3) 1800,7       см4. 

 

2.2 Находим положение главных центральных осей по формуле 
 

0

2 2 ( 1800,7)
tg2 1,8635.

6381,5 4448,9
c c

c c

x y

x y

J

J J

  
    

 
 

 

Тогда 02 61,78   ,откуда 0 30,89   . 
Откладываем угол 0  от оси хс против часовой стрелки (см. рисунок 4.4). Это 

направление главной оси 1, т. к. 
c cx yJ J . Главная ось 2 перпендикулярна оси 1. 

3 Вычисляем моменты инерции сечения относительно главных централь-
ных осей 1 и 2: 

 

2 2
1;2

1
( ) 4

2 2
c c

c c c c

x y
x y x y

J J
J J J J


      

 

2 26381,5 4448,9 1
(6381,5 4448,9) 4 ( 1800,7)

2 2


       

 

(5415,2 2043,6)   см4, 
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где 

1 5415,2 2043,6 7458,8J     см4; 
 

2 5415,2 2043,6 3371,6J     см4. 
 

В качестве проверки расчетов применяем то обстоятельство, что центро-
бежный момент инерции сечения относительно главных осей равен нулю. 

Проверяем 
 

12 0 0sin 2 cos2
2

c c

c c

x y
x y

J J
J J


      

 
6381,5 4448,9

sin(61,78 ) 1800,7 cos(61,78 )
2


      

 
 

851,444 851,476 0,032     см4. 
 

Погрешность вычислений составляет 
 

0,032
100 % 0,004 % 1%.

851,44
       

 

Порядок выполнения работы 
 
Решить задачу в соответствии с вариантом из таблицы 4.1. 
Поперечное сечение состоит из прокатных профилей и листа разме- 

ром b × h (рисунок Г.1). 
Требуется: 
1) определить положение центра тяжести сечения; 
2) найти направление главных центральных осей; 
3) вычислить моменты инерции и моменты сопротивления относительно 

этих осей; 
4) определить значения главных центральных радиусов инерции; 
5) вычертить сечение в удобном масштабе и указать на нем все оси и все 

размеры. 
 
Таблица 4.1 – Исходные данные  
 

Первая 
цифра 

Дву-
тавр 

b,  
мм 

Вторая 
цифра 

Швеллер h, мм
Третья циф-

ра (номер 
схемы)

Уголок равно-
полочный 

Уголок нерав-
нополочный 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 10 10 1 10 100 1 80 × 80 × 8 – 
2 12 12 2 12 120 2 – 80 × 50 × 6 
3 14 14 3 14 140 3 – 90 × 56 × 8 
4 16 16 4 16 160 4 – – 
5 18 18 5 18 180 5 90 × 90 × 9 – 
6 20 20 6 20 200 6 100 × 100 × 10 – 
7 22 18 7 22 220 7 125 × 125 × 10 – 
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Окончание таблицы 4.1 
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9
8 24 16 8 24 240 8 – 100 × 63 × 10 

9 27 14 9 27 260 9 – 110 × 70 × 8 

0 30 13 0 30 280 0 – 125 × 80 × 10 

 
 
5 Лабораторная работа № 5. Анализ перемещения при изгибе 
 
Цель работы: получить навыки анализа перемещения при изгибе. 
 
5.1 Общие сведения  
 
Часто на практике стержни подвергаются действию поперечной нагрузки, 

расположенной в плоскости, проходящей через ось стержня. Такой вид нагру-
жения называется изгибом. При изгибе ось стержня искривляется. Стержни, 
подвергающиеся изгибу, называются балками. 

Перемещения балки при изгибе характеризуются двумя параметрами: про-
гибом у и углом поворота поперечного сечения θ. Эти два параметра связаны 
между собой дифференциальной зависимостью 

 

dy

dz
  .

      
(5.1) 

 

Для определения параметров перемещения у и θ может быть использовано 
приближенное дифференциальное уравнение изогнутой оси балки 

 

'' ( )xEJ y M z ,     (5.2) 
 

где Jx – момент инерции сечения относительно нейтральной оси; модуль про-
дольной упругости материала балки; 

M(z) – изгибающий момент в рассматриваемом сечении балки; 
у – прогиб в этом же сечении. 

Путем интегрирования уравнения (5.2) получают выражение для опреде-
ления углов поворота и прогибов сечений балки. Постоянные интегрирования 
определяются при этом из условий закрепления балки. 

Более универсальным методом определения перемещений при изгибе яв-
ляется метод начальных параметров. Согласно этому методу расчетные уравне-
ния для определения углов поворота сечений и прогибов, полученные из урав-
нения (5.2) с применением специальных приёмов интегрирования, имеют сле-
дующий вид: 

 
2 3

0
( ) ( )

( ) ;
2 6

F z b q z c
EJ EJ m z a

   
         
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2 3 4

0 0
( ) ( ) ( )

,
2 6 24

m z a F z b q z c
EJy EJy EJ z

     
        

     
(5.3) 

 

где θ0 и у0 – угол поворота сечения и прогиб балки в начале координат (началь-
ные параметры, которые находятся из условий закрепления балки); 

z –  координата рассматриваемого сечения;  
a, b, c – расстояния от начала координат до точек приложения момента, сосре-

доточенной силы и начала действия распределенной нагрузки соответственно. 
 

5.2 Пример выполнения работы 
 
Задача 1. Для заданной схемы балки (рисунок 5.1) требуется выполнить 

необходимые расчеты. 
1 Построение эпюр внутренних силовых факторов Q и M.  
1.1 Вычисляем опорные реакции: 
 

0;Am   
 

6 7 3 4,5 0;BR F q m         
 

10 7 10 3 4,5 25
30

6BR
    

 
 
кН; 

 

0;Bm   
 

6 1 3 1,5 0;AR F q m          
 

25 10 1 10 3 1,5
10

6AR
    

 
 
кН. 

Проверка: 
0;y   

3 0;A BR R q F      
 

10 30 10 3 10 0;      
 

40 40 0.   
 

1.2 Находим значения внутренних силовых факторов на участках банки. 
Участок 1 (0 ≤ z1 ≤ 3 м): 
 

1 10 кН const;AQ R      1 1 ;AM R z m    
 

при z1 = 0 м  M1 = – 25 кНꞏм; при z1 = 3 м M1 = 5 кНꞏм. 
Участок 2 (3 ≤ z2 ≤ 6 м): 
 

2 2( 3);AQ R q z      
2

2 2
2

q (z 3)
;

2
Am R z

M
     

  

 

при z2 = 3 м Q2  = 10 кНꞏм, M2 = 5 кНꞏм; при z2 = 6 м Q2 = -20 кНꞏм, M2 = -10 кНꞏм; 

находим *
2

10
1

10
левQ

z
q

  
 
м, откуда 

*
2max 2(лев) 2

1 1
5 10 1 10

2 2левM M Q z         кНꞏм. 
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Участок 3 (0 ≤ z3 ≤ 1 м): 
 

3 10 кН const;Q F      3 3;M F z    
 

при z3 = 0 м   M3 = 0 кНꞏм; при z3 = 1 м   M3 = – 10 кНꞏм; 
По результатам вычислений строим эпюры поперечных сил Q (рису- 

нок 5.1, б) и изгибающих моментов М (рисунок 5.1, в). 
 

 
 

Рисунок 5.1 – Расчетная схема 
 
2 Подбираем необходимые размеры поперечного сечения балки. Материал 

балки – дерево (допускаемое нормальное напряжение при изгибе [σ] = 10 МПа); 
форма сечения – прямоугольная (отношение высоты сечения к ширине h/b = 2). 
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Из условия прочности при изгибе 
 

 max
max

x

M

W
     

находим требуемый момент сопротивления сечения: 
 

 
6

6 3 3max 25 10
2,5 10 мм 2500 см .

10x
M

W


     


 

 

С другой стороны, для прямоугольного сечения (рисунок 5.2) при h = 2ꞏb  

 
Рисунок 5.2 – Сечение бруса 

 

принимаем b = 16 см, тогда h = 32 см; 
 

3 216 32
43691

12 12x
b h

J
 

    см4; 

 
2 2

3(2 ) 2

6 6 3x
b h b b

W b
  

    ; 

 

3 3
3 3 2500

15,54
2 2

xW
b

 
    см. 

 

3 Проверяем прочность балки по касательным напряжениям. 
Записываем условие прочности по касательным напряжениям  max   . 

Принимаем   2  МПа. Преобразуя формулу Журавского для определения ка-

сательных напряжений при изгибе, получим для прямоугольного сечения 
 

max
max

3

2

Q

A
   , 

где Qmax = 20 кН (из эпюры Q);  
       A = b ꞏ h = 16 ꞏ 32 = 512 см2. 

Вычисляем 
3

max 2

3 20 10
0,6

2 512 10


   


 МПа <  2  МПа. 

 
Следовательно, прочность балки по касательным напряжениям обеспечи-

вается. 
4 Выполняем построение эпюры прогибов. 
Проводим координатные оси zy, помещая начало координат в крайнем ле-

вом сечении балки – сечении А (см. рисунок 5.1, а). 
Находим начальные параметры у0 и θ0 из условий закрепления балки: при  

z = 0 м       yA = y0 = 0 => EJy0 = 0; при z = 6 м       yB = 0. 
Тогда, записав уравнение (5.3) для сечения B (zB = 6 м) 
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2 3 4

0
( 0) ( 0) ( 3)

0
2 6 24
B A B B

B B
m z R z q z

EJy EJ z
     

       
 

 
2 3 4

0 0
25 6 10 6 10 3

6 6 450 360 33,75 0
2 6 24

EJ EJ
  

             ,
 

получим 

0
123,75

20,625
6

EJ    кН∙м2. 

 

Записываем уравнение (5.3) для первого участка балки (0 ≤ z1 ≤ 3 м): 
 

2 3
1 1

1 0 1 2 6
Am z R z

EJy EJ z
 

      

 

и, подставляя в него известные числовые значения 
 

2 3
3 21 1

1 1 1 1
25 10

20,625 1,667 12,5 20,625
2 6

z z
EJy z z z z

 
          , 

 

вычисляем прогибы при различных значениях z1. 
При z1 = 1 м 
 

3 2
1 1,667 1 12,5 1 20,625 1 9,792EJy        кН∙м3; 

 
12

1 4 4

9,792 10
2,24

10 43691 10
y


 

 
 мм. 

 

При z1 = 2 м 
 

3 2
2 1,667 2 12,5 2 20,625 2 4,583EJy        кН∙м3; 

 
12

2 4 4

4,583 10
1,05

10 43691 10
y


 

 
 мм. 

 

При z1 = 3 м 
 

3 2
3 1,667 3 12,5 3 20,625 3 5,625EJy         кН∙м3; 

 
12

3 4 4

5,625 10
1,29

10 43691 10
y

 
  

 
 мм. 

 

Записываем уравнение (5.3) для второго участка балки (3 м ≤ z2 ≤ 6 м): 
 

2 3 4
2 2 2

0 2
( 3)

2 6 24
Am z R z q z

EJy EJ z
   

       

 

и, подставляя в него известные числовые значения 
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2 3 4
2 2 2

2
25 10 10 ( 3)

20,625
2 6 24

z z z
EJy z

   
       

 

4 3 2
2 2 2 20,417 ( 3) 1,667 12,5 20,625z z z z          , 

 

вычисляем прогибы при различных значениях z2. 
При z2 = 4 м 
 

4 3 2
4 0,417 1 1,667 4 12,5 4 20,625 4 11,23EJy            кН∙м3; 

 
12

4 4 4

11,23 10
2,57

10 43691 10
y

 
  

 
 мм. 

 

При z2 = 5 м 
 

4 3 2
5 0,417 2 1,667 5 12,5 5 20,625 5 7,672EJy            кН∙м3; 

 
12

5 4 4

7,672 10
1,76

10 43691 10
y

 
  

 
 мм. 

 

При z2 = 6 м 
 

4 3 2
6 0,417 3 1,667 6 12,5 6 20,625 6EJy            

483,777 483,822 0,045 0     . 
 

Погрешность вычислений составила 
 

0,045
100 % 0,01% 1%.

483,777
     

 
 

Вычисляем прогиб балки на конце консоли (z7 = 7 м): 
 

2 3 3 4 4
7 7 7 7 7

7 0 7
( 6) ( 3) ( 6)

2 6 6 24 24
A Bm z R z R z q z q z

EJy EJ z
       

          

 
2 3 3 4 425 7 10 7 30 (7 6) 10 (7 3) 10 (7 6)

20,625 7
2 6 6 24 24

       
         

 

= 2,292 кН∙м3; 
 
12

7 4 4

2,292 10
0,52

10 43691 10
y


 

 
 мм. 

 

По результатам вычислений строим эпюру прогибов (изогнутую ось бал-
ки) (см. рисунок 5.1, г). Следует отметить, что сечения, в которых изгибающий 
момент равен нулю, являются точками перегиба для изогнутой оси балки. 
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Задача 2. Для заданной схемы рамы (рисунок 5.3) требуется выполнить 
необходимые расчеты. 

 
Рисунок 5.3 – Схема рамы 
 

Решение 
 

1 Определяем опорные реакции: 
 

0;x   0AF H      10AH F  кН; 
 

0;Am   3 4 2 4 0BR m q F        ; 
 

20 20 8 10 4
60

3BR
    

   кН; 

 

0;Bm   3 2 2 4 1 0A AR H F q m           ; 
 

10 2 10 1 20 4 20
20

3AR
      

  кН. 

Проверка: 
0;y   4 0;A BR R q     

 

20 60 20 4 0;     80 80 0.   
 

2  Находим значения внутренних силовых факторов на участках рамы. 
Участок 1 (0 ≤ z1 ≤ 4 м): 
 

1 10 кН const;AQ H      1 1;AM H z   1 20 кН const;AN R       
 

при z1 = 0 м  M1 = 0 кНꞏм; при z1 = 4 м  M1 = 40 кНꞏм. 
Участок 2 (0 ≤ z2 ≤ 3 м): 
 

2 2;AQ R q z    
2
2

2 2
q z

4;
2A AM R z H


      2 0.N   
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при z2 = 0 м Q2 = 20 кНꞏм, M2 = 40 кНꞏм; при z2 = 3 м Q2 = -40 кНꞏм, M2 = 10 кНꞏм. 

Находим *
2

20
1

20
левQ

z
q

    м, откуда 

 

*
2max 2(лев) 2

1 1
40 20 1 50

2 2левM M Q z         кНꞏм. 

Участок 3 (0 ≤ z3 ≤ 1 м): 
 

3 3;Q q z   
2

3
3

( )
;

2

q z
M

 
  3 0;N   

 

при z3 = 0 м Q3 = 0 кНꞏм, M3 = 0 кНꞏм; при z3 = 1 м Q3 = 30 кНꞏм, M3 = -10 кНꞏм. 
Участок 4 (0 ≤ z4 ≤ 2 м): 
 

4 0;Q    4 20M m  кН∙м;   4 60 кН const.BN R       

3 Строим эпюры Q, М и N (рисунок 5.4). 

 
Рисунок. 5.4 – Эпюры  

 

При этом следует помнить, что эпюру изгибающих моментов строят со 
стороны сжатых волокон. 

4 Проверяем правильность построения эпюр. 
Для этого вырезаем узлы рамы, прикладываем к стержням узлов внутрен-
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ние силовые факторы, взятые из построенных эпюр с учётом их знаков, и рас-
сматриваем равновесие узлов (рисунок 5.5). 

 

 
Рисунок. 5.5 – Равновесие узлов 
 

Узел С: 
 

0;x   10 10 0;   
0;y   20 20 0;   

0;Cm   40 40 0.   

 

 Узел D: 
 

0;y   60 40 20 0;    
0;Dm   20 10 10 0.    

 

Порядок выполнения работы 

Решить задачу в соответствии с вариантами числовых данных из таблицы 5.1. 
Для заданной схемы балки (рисунок Д.1) и рамы (рисунок Д.2) требуется: 
1) построить эпюры внутренних силовых факторов; 
2) подобрать необходимые размеры поперечного сечения заданной формы 

при [σ] = 160 МПа (для балок); 
3) вычислить наибольшие касательные напряжения (для балок); 
4) построить эпюру прогибов, приняв Е = 2∙105 МПа (для балок); 
5) проверить правильность построения эпюр путем вырезания узлов с по-

следующей проверкой выполнения всех трех уравнений равновесия каждого 
узла (для рам). 

 
Таблица 5.1 – Исходные данные  
 

Первая 
цифра 

а, 
м 

F, 
кН 

Вторая 
цифра 

b, 
м 

m, 
кН∙м 

q, 
кН/м

Третья циф-
ра (номер 

схемы)

c, 
м 

Форма 
сечения 

Отношение 
высоты к 

ширине h/b
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

1 1 10 1 3 40 2 1 1  – 

2 2 20 2 2 30 4 2 2  2 

3 3 30 3 1 20 6 3 1  – 

4 2 40 4 2 10 8 4 2  1 

5 1 30 5 3 20 10 5 1  – 

6 2 20 6 2 30 12 6 2  – 

7 3 10 7 1 40 14 7 3  2,5 

8 2 20 8 2 30 16 8 1  – 
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Окончание таблицы 5.1 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

9 1 30 9 3 20 18 9 2  1 

0 2 40 0 2 10 20 0 1  – 

 
 
6 Лабораторная работа № 6. Внецентренное  

растяжение-сжатие 
 
Цель работы: изучить решение задачи на внецентренное растяже- 

ние-сжатие. 
 
6.1 Общие сведения  
 
При внецентренном растяжении-сжатии равнодействующая внешних сил F 

не совпадает с осью бруса z, а проходит через точку (точку К), называемую по-
люсом, параллельно оси бруса (рисунок 6.1). При таком виде деформации в по-
перечном сечении бруса действуют одновременно три внутренних силовых 
фактора - продольная сила N и изгибающие моменты Мх и Му: 

 
 
;

;

,
x F

y F

N F

M F y

M F x


 

 

 

где yF и xF – координаты полюса К. 
 

 
Рисунок 6.1 – Брус 

 

6.2 Пример выполнения работы 
 
Короткий стержень заданного поперечного сечения сжимается продольной 

силой F, приложенной в точке А (рисунок 6.2). Требуется выполнить необхо-
димые расчёты. 

 

Дано: 

 
 

8 см;

18 см;

120 МПа;

30 МПа;

200 кН.

сж

Р

b

h

F

 
 

 

 

 

 

 
 Рисунок 6.2 – Поперечное сечение бруса
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Решение 
 

1 Определяем положение нейтральной линии в поперечном сечении дан-
ного стержня. 

Вычерчиваем сечение в масштабе 1:2 (рисунок 6.3). Проводим вспомога-
тельные оси x0 и у0 и определяем положение центра тяжести сечения: 

 
0;cx   

 

0 1 1 2 22
,x

c

S A y A y
y

A A

   
   

где 

1 8 18 144A     см2; 
 

2
1

4 18 36
2

A    
 
см2; 

 

1 22 144 2 36 216А А А        см2; 
 

 1
18

9
2

y    см; 2
18

6
3

y  
 
см. 

Вычисляем 
144 9 2 36 6

8
216cy

   
 

 
см. 

 

Через центр тяжести (точку С) проводим главные центральные оси сече- 
ния c cx y  (см. рисунок 6.3). 

 
 

Рисунок 6.3 – Расчетная схема 
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Определяем моменты инерции сечения относительно осей cx и cy : 

   1 2

2 2
1 1 2 22 ;

cx x xJ J A a J A a        

 

 1 2

2
2 22 ,

cy y yJ J J A b      

где 

1

38 18
3888

12xJ


 
 
см4; 

 

1

34 18
648

36xJ


 
 
см4; 

 

1 1 9 8 1ca y y      см; 
 

2 2( ) (8 6) 2ca y y         см; 
 

1

318 8
768

12yJ


   см4; 

 

1

318 4
32

36xJ


   см4; 

 

2
1

4 4 5,33
3

b    
 
см. 

Вычисляем 

2 23888 144 1 2 (648 36 ( 2) ) 5616
cxJ         

 
см4; 

 

2768 2 (32 36 5,33 ) 2877
cyJ        см4 . 

 

Находим квадраты радиусов инерции: 
 

2 5616
26

216
c

c

x
x

J
i

A
    см2; 

 

2 2877
13,33

216
c

c

y
y

J
i

A
    см2. 

 

Вычисляем отрезки, отсекаемые нейтральной линией на главных цен-
тральных осях хс и ус: 

2
13,33

3,33
4

cy
x

F

i
a

x
    

  
см; 

2
26

2,6
10

cx
y

F

i
a

y
     

 
см, 
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где хF, уF – координаты полюса, хF = – 4 см; уF = 10 см. 
Наносим на чертеж нейтральную линию (см. рисунок 6.3). 
2 Вычисляем наибольшие сжимающие и растягивающие напряжения в се-

чении стержня. Они возникают в точках, наиболее удаленных от нейтральной 
линии (точках А и В): 

 

min 2 2 2 2 2

( 40) ( 40) 100 100
(1 ) 1

216 10 13,33 10 26 10
c c

F F
А A A

y x

N x y F
x y

A i i

      
                 

 

 

3 30,28 10 200 10 56        МПа; 
 

max 2 2 2 2 2

( 40) 80 100 ( 80)
(1 ) 1

216 10 13,33 10 26 10
c c

F F
В B B

y x

N x y F
x y

A i i

      
                 

 

 

3 30,207 10 200 10 41,4      МПа. 
 

Строим эпюру напряжений (см. рисунок 6.3). 
3 Находим допускаемую нагрузку при заданных размерах сечения:  

а) из условия прочности на растяжение 

 3
max( ) 0,207 10раст B PF           

  3
3 3

30
144,9 10

0,207 10 0,207 10
PF  


    

 
H = 144,9 кН; 

 
б) из условия прочности на сжатие 

 3
max( ) ( ) 0,28 10сж A cжF           

  3
3 3

120
428,6 10

0,28 10 0,28 10
сжF  


    

 
H = 428,6 кН. 

Принимаем [F] = 144,9 кН. 
4 Строим ядро сечения. 
Для этого задаемся различными положениями нейтральной линии, каса-

тельной к контуру сечения (рисунок 6.4). Для каждого положения н.л. вычисля-
ем координаты полюса. 

Положение 1–1. 
Отрезки, отсекаемые н. л. на осях хс и yс: 
 

;
cxa    

10
cya 

 
см, 
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тогда координаты полюса 

1

2

0c

c

y
F

x

i
x

a
   ; 

 

1

2
26

2,6
10

c

c

x
F

y

i
y

a
     

 
см. 

Положение 2–2. 
2

4 10 tg 4 10 6,22
9cxa        

 
см; 

4 9
10 10 4 28

tg 2cya      
  

см; 

2

13,33
2,14

6,22Fx    
 
см; 

2

26
0,93

28Fy    
 
см. 

Положение 3–3. 
;

cxa    

8
cya  

 
см; 

3

13,33
0Fx   


; 

3

26
3,25

8Fy   
  

см. 

Положение 4–4. 
6,22

cxa  
 
см; 

28
cya 

 
см; 

4

13,33
2,14

6,22Fx   


 cм; 

4

26
0,93

28Fy    
 
см. 

 

 
 

Рисунок 6.4 – Графическое определение ядра сечения  
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По вычисленным координатам наносим точки приложения внешней силы, 
соединяя которые, получим очертание ядра сечения (см. рисунок 6.4). 

Порядок выполнения работы 

Решить задачу в соответствии с вариантом из таблицы 6.1 
Короткий стержень заданного поперечного сечения сжимается продольной 

силой F, приложенной в точке, показанной на схеме сечения (рисунок Е.1). 
Требуется: 
1) найти положение нейтральной линии в поперечном сечении стержня; 
2) вычислить наибольшие растягивающие и наибольшие сжимающие 

напряжения и построить эпюру напряжений; 
3) найти допускаемую нагрузку при заданных размерах сечения; 
4) построить ядро сечения. 
 
Таблица 6.1 – Исходные данные. 
 

Первая 
цифра 

b, cм F, кН 
Вторая 
цифра 

[σc], 
МПа 

Точка 
приложения 

силы

Третья цифра 
(номер  
схемы) 

h, 
cм 

[σр], 
МПа 

1 4 100 1 90 1 1 3 22 

2 5 120 2 100 2 2 4 24 

3 6 140 3 110 1 3 5 26 

4 7 160 4 120 2 4 6 28 

5 6 180 5 130 1 5 7 30 

6 7 200 6 140 2 6 8 32 

7 8 220 7 130 1 7 7 34 

8 9 240 8 120 2 8 6 36 

9 10 260 9 110 1 9 5 38 

0 12 280 0 100 2 0 4 40 
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Приложение А 
(обязательное) 

 

 
 

Рисунок А.1 – Данные к лабораторной работе № 1 
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Приложение Б 
(обязательное) 

 

 
Рисунок Б.1 – Данные к лабораторной работе № 2 
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Приложение В 
(обязательное) 

 

 
Рисунок В.1 – Данные к лабораторной работе № 3 
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Приложение Г 
(обязательное) 

 

 
 
Рисунок Г.1 – Данные к лабораторной работе № 4 
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Приложение Д 
(обязательное) 

 

 
 
Рисунок Д.1 – Данные к лабораторной работе № 5 
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Рисунок Д.2 – Данные к лабораторной работе № 5 
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Приложение Е 
(обязательное) 

 

 
 

Рисунок Е.1 – Данные к лабораторной работе № 6 


