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Часть 2 
 
Практическое занятие № 18. Функции многих переменных. 

Исследования областей в пространствах 2R , 3R  и nR  
 
Не все зависимости, существующие в природе, науке, технике, экономике 

и т. д., могут быть описаны функцией одной переменной  y f x . Так, напри-

мер, в физике для описания состояния идеальных газов в замкнутых сосудах ис-
пользуется уравнение МенделееваКлайперона PV T  , в которое входит три 
характеристики газов: P   давление, V   объем, T   температура. Выразив одну 

из них через две другие, например, 
T

P
V

  , получаем, что давление зависит от 

температуры и объема, независимое изменение которых приводит к изменению 
давления, т. е. одна переменная зависит от двух. Это яркий пример функции двух 
переменных. Опуская строгое определение функции двух переменных, формально 
запишем  ,z f x y , где ,x y   независимые переменные, z   функция. Множе-

ство значений независимых переменных  ,x y , для которых можно вычислить z , 

называют естественной областью определения функции и обозначают  D D f , 

а множество значений  z  – областью значений функции и обозначают  E E f . 

Аналогично – для функций трех и более, т. е. многих переменных (ФМП) 
 , , ,u f x y z  . Для простоты и наглядности все особенности ФМП будем рас-

сматривать на примере функции двух переменных.  
Областью определения функции двух переменных  ,z f x y  в простей-

ших случаях является плоскость Oxy  либо ее часть, ограниченная или не огра-
ниченная некоторой кривой. Линию, ограничивающую область D , называют 
границей области. Точки области, не лежащие на границе, называют внутрен-
ними точками области определения. Область, состоящая только из внутренних 
точек, называется открытой. Область с присоединенной границей называют за-
крытой (замкнутой). Области могут быть полуоткрытые (полузамкнутые). Если 
граница области или ее часть расположена на  , то такую область называют 
неограниченной. В противном случае – ограниченной.  

Самым распространенным способом задания ФМП является аналитиче-

ский, т. е. соответствие f  задается формулой. Например, 2 21z x y   . Об-

ластью определения этой функции является множество точек плоскости Oxy , 

удовлетворяющих условию  2 2( ) : 1 0D z x y   , иначе 2 2 1x y   – это круг 

радиусом 1r   с центром в точке  0,0O .  

Графиком функции двух переменных  ,z f x y  в общем случае является 

некоторая поверхность, т. е. множество точек пространства 3R  с координатами 

 , ,x y z . Так, например, графиком функции 2 21z x y    является верхняя 
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часть сферы (полусфера) с центром в начале координат 
(рисунок 1). График функции трех и более перемен-
ных, т. е. в пространстве  nR , наглядно не представим 
(это математическая абстракция), его называют гипер-
поверхностью. В частности, областью определения 
функции трех переменных  , ,u f x y z  является неко-

торая пространственная область с координатами 
 , ,x y z , которую еще можно себе представить, а обла-

сти определения функции четырех и более перемен-
ных, т. е. в пространстве  1nR  , наглядно не представимы, как и сами графики, 
это математические абстракции.  

 
Пример – Найти область определения функции двух переменных и изобра-

зить ее графически. 
 

Решение: 
 

1) 2 21z x y   . Для нее 2 2( ) :1 0D f x y   . Преобразовав неравенство, 

получаем 2 2 1x y  . Возникает вопрос. Как графически изобразить область, 
где выполняется это неравенство? Поступаем следующим образом. Неравен-
ство заменяем равенством и строим линию по точкам или сообразив. В данном 
случае 2 2 1x y  , это окружность радиусом 1R   с центром в начале коорди-
нат (замкнутая линия). На линии окружности имеем равенство. Следовательно, 
вне этой окружности (внутри или вне) имеем неравенства: 2 2 1x y   или 

2 2 1x y  . Для установления области, где выполняется требуемое неравенство 
2 2 1x y  , берем пробную точку, не лежащую на окружности 2 2 1x y  . Ее 

координаты подставляем в исходное неравенство и определяем, выполняется 
оно или нет. Если неравенство выполняется, то эта и есть искомая область. По 
другую сторону линии равенства, очевидно, что неравенство не выполняется. 
Или наоборот, если неравенство не выполняется, то искомая область находится 
по другую сторону линии равенства. В данном случае берем точку  0;0O   

и получаем 2 20 0 1  . Неравенство выполнено, следова-
тельно, искомая область есть круг радиусом 1R  . При 
этом граничные точки круга принадлежат искомой обла-
сти, поскольку 2 2 1x y  . Соответственно, вне круга не-
равенство не выполняется. Убедимся в этом. Для этого 
возмем пробную точку, лежащую вне окружности ра-
диуса 1R  . Например,  2;0M . Подставляем в нера-

венство 2 22 0 1  . Неравенство не выполняется. Рисуем 
найденную область определения (рисунок 2).  
  

 

 

 
 

 

Рисунок 1 

x 
1 0 -1

1 

y 

Рисунок 2 

-1
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Примеры для самостоятельной работы  
 

Найти область определения функции и построить ее:  
 

1) 
1

z
x y




; 5) 2 21 1z x y    ; 9) 
x

z
y

 ; 

2) z xy ; 6) ln( )z x y  ; 10) arcsinz x y  ; 

3) lnz xy ; 7) 2 2ln(1 )z x y   ; 11) arcsin
y

z
x

 ; 

4) ln
x

z
y

 ; 8) 2 2

2 2

1
9

4
z x y

x y
   

 
; 12) arccos

x y
z

x


 . 

 
Практическое занятие № 19. Предел и непрерывность ФМП 
 

Предел функций двух переменных в точке. Введем понятие   окрестно-
сти некоторой точки  0 0 0,M x y . Окрестность точки  0 0 0,M x y  есть область, 

определяемая неравенством    2 2

0 0x x y y     . Геометрически (рисунок 

3). По аналогии с определением предела функции одной 
переменной даются определения предела функции двух и 
более переменных. Остановимся на записи (обозначении) 
предела функции двух переменных в точке  0 0 0,M x y , а 

именно  
 

   
0 0

0

lim , lim ,
M M x x

y y

f x y f x y A
 



  ,  

при этом число A  может быть как конечным, так и бесконечным. Как известно 
из теории функции одной переменной предел существует, если его значение  
не зависит от способа стремления 0M M . Как видно из рисунка для функ-
ции двух переменных способов стремления 0M M  бесконечно много.  

 

Пример 1 – Найти пределы функции двух переменных. 
 

Решение: 

1) 
   0

2 2 2 2, 0,0 0
0

2 2
lim lim

M x y M x
y

xy xy

x y x y 



 

. Рассмотрим путь к точке  0 0,0M  по 

прямой y kx . Имеем 
2 2 2 2 2 20 0

0

2 2 2
lim lim

1x x
y

ky xkx k

x y x k x k 


 
  

. 

Видно, что данный предел не существует, так как его значение зависит от 

формы пути стремления 0M M , т. е. значения k ;  

Рисунок 3 
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2) 
0
0

lim xy

x
y

e



. Рассмотрим движение к  0,0O  по прямой y kx . Имеем 

 2

0
0

lim 1kx

x
y

e



 . Рассмотрим движение по кривой 2y x . Имеем 
3

0
0

lim 1x

x
y

e



 . Очевид-

но, что значение предела не будет зависеть от формы пути стремления к точ- 
ке  0,0O . Следовательно, можно утверждать, что предел существует и его 

значение равно 1. По аналогии с функцией одной переменной дается определе-
ние  lim ,

M
f x y


, т. е. при x  . Аналогичные рассуждения остаются в силе и 

для функций более двух переменных.  
Непрерывность функции двух и более переменных в точке и области. 

Важной характеристикой функций является понятие ее непрерывности,  
т. е. график этой функции – непрерывная линия, поверхность и т. д. Определе-
ние непрерывности функций двух и более переменных дается по аналогии с 
функцией одной переменной.  

Функция  ,z f x y  называется непрерывной в точке  0 0 0,M x y  если она:  

1) определена в этой точке и некоторой ее окрестности; 
2) имеет предел в этой точке, т. е.    

0 0

0

lim , lim ,
M M x x

y y

f x y f x y A
 



  ; 

3) этот предел равен значению функции в этой точке, т. е.  0 0,f x y A .  
 

Точки, в которых хотя бы одно из этих условий нарушено, являются точ-
ками разрыва. Для точек и линий разрыва остается в силе классификация: 
устранимый разрыв; разрыв первого рода – конечный скачок; разрыв второго 
рода – бесконечный скачок. Функция непрерывная в каждой точке некоторой 
области непрерывна в этой области.  

Кратко отметим также важное положение (основная теорема о непрерыв-
ности функций): все элементарные функции непрерывны в своих есте-
ственных областях определения. 

 
Пример 2 – Исследовать функцию на непрерывность. 
 

Решение: 
 

1) 2 24 1z x y   . Функции определена в круге 2 2 1x y  , следовательно, 

она непрерывна в нем; 
 

2) 
2 2

2xy
z

x y



. Функция определена в каждой точке плоскости Oxy , за ис-

ключением точки  0,0O . Следовательно, точка  0,0O  – точка разрыва. Как 

было показано выше предел в точке  0,0O , т. е. 
2 20

0

2
lim
x
y

xy

x y



 не существует. 

Следовательно, точка  0,0O  разрыва второго рода;  
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3) 
1

z
y x




. Функция определена в каждой точке плоскости Oxy , за ис-

ключением линии y x . Следовательно, прямая y x  является линией разрыва 
данной функции. Причем, эта линия разрыва второго рода, бесконечный ска-
чок. Поскольку z   при приближении к линии из точек, лежащих выше ее, 
и z   при приближении к линии из точек, лежащих ниже ее.  

 

Примеры для самостоятельной работы 
 

Исследовать на непрерывность функции: 
 

1) 
2 y

z = +
x - y x + y

; 3) 
2 2 2

1

9
u

x y z


  
; 5) 

 2 2

1

- 4
z =

x y
; 

2) ln 1
9 4

2 2x y
z =

 
  

 
; 4)  arcsin 32 2z = x + y  ; 6) 3

2

y
z x

x y
 

 
. 

 

Практическое занятие № 20. Частные производные ФМП 
и их нахождение 

 

Частные производные первого порядка (на примере функции двух пере-
менных). Пусть функция  ,z f x y  определена в некоторой точке  0 0 0,M x y   

и ее окрестности. Частным приращением функции  ,z f x y  в точке 0M  по 

переменной x  называется величина    0 0 0 0, ,x z f x x y f x y     , при этом 

переменная y  не изменяется. Аналогично 

   0 0 0 0, ,y z f x y y f x y      – частное 

приращение по переменной y , переменная 
x  не изменяется. Здесь ,x y   – частные 
приращения независимых переменных  
(рисунок 4). Если существует предел 

 

   0 0 0 0

0 0

, ,
lim limx

x x

f x x y f x yz

x x   

  


 
,  

 

то его называют частной производной пер-

вого порядка функции  ,z f x y  по переменной x  и обозначают , , ,x x

z f
z f

x x

  
 

. 

Значения частной производной в точке  0 0 0,M x y  обозначают  0 0,xz x y , 
0M

z

x




 

или  0 0,xf x y , 
0M

f

x




. Аналогично определяется и обозначается частная произ-

водная по переменной y :  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Рисунок 4 
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   0 0 0 0

0 0

, ,
lim limy

y y y

z f x y y f x y
z

y y   

   
  

 
. 

 

Из определения частных производных следует, что, например, xz  пред-
ставляет собой обыкновенную производную функции одной переменной x  при 
фиксированном значении другой переменной, т. е. consty  . Аналогично yz  

при constx  . Из изложенного следует правило нахождения частных производ-
ных: частные производные ФМП находятся по формулам и правилам нахожде-
ния производных функции одной переменной при условии, что при нахожде-
нии производной по одной из переменных все остальные переменные считают-
ся постоянными. Для краткости слова «первого порядка» опускают.  

Геометрический смысл частных производных. По аналогии с геометри-
ческим смыслом производной функции одной переменной можем записать 
 0 0 1, tgxz x y k    , т. е. частная производная по переменной x  в точке  0 0,x y  

равна угловому коэффициенту касательной 1l , проведенной к кривой 

 0,z f x y , в точке с координатами   0 0 0 0, , ,x y f x y . Здесь, где    угол, об-

разованный положительным направлением прямой, параллельной оси Ox , и ка-
сательной 1l  (см. рисунок 4). Аналогично  0 0 2, tgyz x y k     (см. рисунок 4). 

Общефизический смысл частных производных. Частная производная 
функции двух (или более) переменных, например, по переменной x , т. е. xz  
есть скорость изменения этой функции вдоль направления, параллельного оси 
Ox . Аналогично по переменной y . Если функция  ,z f x y  описывает какой-

либо процесс, то  0 0,xz x y ,  0 0,yz x y  будут, соответственно, мгновенными 

скоростями протекания этих процессов по переменным x  и y  в точке  0 0,x y .  

 
Пример 1 – Найти частные производные функций. 
 

Решение: 
 

1) 2 3 1
z x y x

y
   . 

     2 3 2 3 3 2 31 1
1 0 2 1x xx x

x x

z x y x x y x y x xy
y y

                   
   

, 

     2 3 2 3 2 3 2 2
2 2

1 1 1 1
0 3y yy y

y y

z x y x x y x x y y x
y y y y

                   
   

; 

 

2) yz x . 

   
1

1

const
y y

x x

y
z x yx

x x



 

  
     

,       
const

ln
ln

y y
y y y y

x a
z x x x

a a a

 
    

; 
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3) 
xy

z
x y




. 

      
   

2

2 2
x x

x

x

xy x y xy x yxy y
z

x y x y x y

             
, 

      
   

2

2 2
y y

y

y

xy x y xy x yxy x
z

x y x y x y

            
; 

 

4) xyz e .  

   xy xy xy
x xx

z e e xy ye     ,        xy xy xy
y yy

z e e xy xe     . 

 
Примеры для самостоятельной работы  

 
Найти частные производные функций:  
 

1) 2 4 3 3 4 2z x y x y x y   ; 5) sin xz y ; 9)  arctg
y

z
x

 ; 

2)  cos sinxz e y x y  ; 6) 2ln 1z x y   ; 10)  ln cosz xy ; 

3) ln arcsinz x y y  ; 7) 
3 2x yz e ; 11)  3 2sin 1x y

z e


 ;

4) 
3 3

2 2

x y
z

x y





; 8)  2 2lnz x x y   ; 12) 

y

zu x . 
 

Дифференцирование неявно заданных функций. Функция  ,z f x y  

называется неявно заданной, если она задана уравнением   , , , 0F x y z x y  , 

т. е. уравнением, неразрешенным относительно z . Дифференцируя обе части 
равенства   , , , 0F x y z x y   по x  и по y , следуя правилам дифференцирова-

ния сложной функции нетрудно получить формулы:  
 

 
 

, const, const

const, const,
x

z

F x y zz

x F x y z

  
 

  
,    

 
 

const, , const

const, const,
y

z

F x y zz

y F x y z

  
 

  
    0zF   .  

 

Из них следует, что при нахождении производных , ,x y zF F F    по одной из пере-

менных все остальные переменные считаем const .  
 

Пример 2 – Продифференцировать функции  ,z f x y , заданные неявно. 
 

Решение: 
 

1) 3 2 3 4 0xz yz x y x     . Используя формулы, получаем 



 11

 
 

3 2 3

2
3 2

3 4 2 3

33 4

x

z

xz yz x y xz z xy

x xz yxz yz x y x

     
   

    
, 

 
 

3 2
2

2
3 2

3 4

33 4

y

z

xz yz x y xz z x

y xz yxz yz x y x

    
  

    
; 

2) 2 5 0ze x y z    .  
22

; .
1 1z z

z xy z x

x e y e

 
   

   
 

 
Примеры для самостоятельной работы  

 

Найти частные производные функций  ,z f x y , заданных неявно:  
 

1) zx y z e   ; 4)  2 sin 2 3 2 3 x y z x y  z     ; 

2) 2 2 2cos cos cos 1x y z   ; 5)  1 ln 0xy xyxy e e    ; 

3) 2 2 2 3 0xyz x y z y z x    ; 6)  x y zx y z e     . 
 
Практическое занятие № 21. Приращения и дифференциалы 

ФМП. Производные и дифференциалы высших порядков 
 

Частные и полный дифференциалы первого порядка и их геометриче-
ский смысл. Используя геометрический смысл частных производных  
(см. рисунок 4), можно заключить, что для функции  ,z f x y  
 

     , , tg ,x xz f x x y f x y x z x y x         , 
 

     , , tg ,y yz f x y y f x y y z x y y         . 
 

Правые части этих формул представляют собой линейные (главные) части 
приращения функции по переменным x  и y . Их называют частными диффе-
ренциалами первого порядка по переменным x , y  и обозначают  
 

 ,xz z x y dx  ,          ,yz z x y dy  . 
 

Здесь x dx  , y dy   – частные приращения или частные дифференциалы не-

зависимых переменных x  и y . Выражение    , ,z f x x y y f x y        

представляет собой полное приращение функции и  
 

       , , , ,x yz f x x y y f x y z x y x z x y y           ,  
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а правую часть этой формулы называют полным дифференциалом первого 
порядка и обозначают    , ,x ydz z x y dx z x y dy   . 

Таким образом, dz  есть линейная (главная) часть полного приращения 
функции по переменным x  и y .  

 

Пример 1 – Найти полный дифференциал функции xyz e .  
 

Решение 

Находим частные производные:  xy xy
x x

z e ye   ,    xy xy
y y

z e xe   . 

Теперь можем записать xy xy
x ydz = z dx z dy = ye dx xe dy   . 

 
Примеры для самостоятельной работы 

 

Найти полный дифференциал функций: 
 

1) 
2

2 1x yz y e    ; 4) yz x ; 7) arctg
12

xy
z =  

x 
; 

2) 
3 3

2 2

x y
z

x y





; 5) arctg

y
z

x
 ; 8) ln tg

x
z =  

y
; 

3)  ln 2z y x  ; 6)  ln cosz xy ; 9)  3 2sin 1x y
z e


 . 

 
Производные высших порядков. Частные производные первого порядка 

xz , yz  для функции  ,z f x y  сами являются функциями  ,x y . От них также 

можно брать производные. Производная от производной первого порядка есть 
производная второго порядка. В частности, для функции двух переменных име-
ем четыре производных второго порядка. Их обозначают следующим образом: 

 
2

2x xxx

z
z z

x

  


,   
2

x xyy

z
z z

x y

  
 

,   
2

y yxx

z
z z

y x

  
 

,   
2

2y yyy

z
z z

y

  


. 

При этом 
2

xy

z
z

x y

 
 

 и 
2

yx

z
z

y x

 
 

 называют смешанными производными. Ана-

логично определяются частные производные более высоких порядков.  
 
Пример 2 – Найти частные производные второго порядка функции 
4 2 3 52 1z x x y y    .  

 

Решение 
 

Находим первые производные:  

 4 2 3 5 3 32 1 4 4x x
z x x y y x xy       ,    4 2 3 5 2 2 42 1 6 5x y

z x x y y x y y        . 

Находим вторые производные: 

   3 3 2 34 4 12 4xx x x x
z z x xy x y      ,  
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   2 2 4 2 36 5 12 20yy y y y
z z x y y x y y         , 

   2 2 4 26 5 12yx y x x
z z x y y xy        ,      3 3 24 4 12xy x y y

z z x xy xy      . 

Оказалось, xy yxz z  . Этот результат не случаен.  

Теорема Шварца. Если частные производные высших порядков непре-
рывны, то смешанные производные одного порядка, отличающиеся лишь по-
рядком дифференцирования, равны между собой.  

 

Дифференциалы высших порядков. Выражение  
 

   , ,x ydz z x y dx z x y dy    
 

называют полным дифференциалом первого порядка. Дифференциал от диффе-
ренциала первого порядка есть дифференциал второго порядка. Если 

 ,z f x y  имеет непрерывные частные производные второго порядка, то диф-

ференциал второго порядка определяется по формуле  
 

 2 2 22xx yx yyd z d dz z dx z dxdy z dy       , 

где  22dx dx , dxdy ,  22dy dy  – дифференциалы (приращения) второго по-

рядка независимых переменных x  и y .  
 

Пример 3 – Найти 2d z  для 3 2z x y .  
 

Решение 
 

 2 2 22xx yx yyd z d dz z dx z dxdy z dy      . 
 

Для нахождения частных производных второго порядка необходимо найти 
производные первого порядка. Находим их  

 

 3 2 2 23x x
z x y x y   ,      3 2 32y y

z x y x y   . 
 

Теперь находим вторые производные  
 

 2 2 23 6xx x
z x y xy   ,    2 2 3 23 2 6xy yx y x

z z x y x y x y      ,  3 32 2yy y
z x y x   . 

 

В результате получили    2 2 2 2 3 26 12 2d z d dz xy dx x ydxdy x dy    . 

 
Примеры для самостоятельной работы  

 
Найти частные производные второго порядка и записать дифференциал 

второго порядка для следующих функций:  
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1) 2 4 3 3 4 2z x y x y x y   ; 5) yz x ; 9)  ln cosz xy ; 

2) xyz e ; 6) 
2

ln
y

z
x

 ; 10) arctg
y

z
x

 ; 

3)  cos sinxz e y x y  ; 7) 
3 2x yz e ; 11)  2 2lnz x y  ; 

4)  2 2lnz x x y   ; 8) tgz xy ; 12)  arccos 2z x y  . 

 

Практическое занятие № 22. Скалярное поле. Линии  
и поверхности уровня функций двух и трех переменных. 
Производная по направлению. Градиент 

 

В физике скалярную функцию многих переменных принято называть 
скалярным полем. При этом если задана функция двух переменных 

 ,z f x y , то поле называют плоским, если трех переменных  , ,u f x y z , 

то объемным.  
Линии уровня. Линией уровня функции двух переменных  ,z f x y  

называется геометрическое место точек плоскости Oxy , для которых 
constz C  . Линия уровня представляет собой проекцию линии пересечения 

поверхности  ,z f x y  с плоскостью constz C  . Так, для функции 
2 21z x y    при 1z C   имеем 2 21C x y   , или 2 2 21x y C   , или 

2 2 2x y r  , т. е. линии уровня есть семейство концентрических окружностей 

радиусом 21r C   с центром в точке  0,0O .  

Производная по направлению. Для функции  ,z f x y  частные произ-

водные xz , yz  характеризуют скорость ее изменения вдоль направлений, парал-

лельных координатным осям Ox , Oy  соответственно. Для характеристики ско-

рости изменения этой функции в точке  0 0 0,M x y  по направлению к произволь-

ной точке  ,M x y , т. е. вдоль некоторого вектора    0 0 0, ,x yM M x x y y l l l  
 

, 

вводится понятие производной по направлению.  
Пусть функция  ,z f x y  определена в некоторой области D  и имеет 

частные производные xz , yz . Если существует предел отношения приращения 

функции к полному приращению аргументов, т. е.  
 

   0 0

0 0

, ,
lim lim

l l

f x y f x yz

l l   




 
, 

 

где    2 2
l x y      – расстояние между точками 

 0 0 0,M x y  и  ,M x y  (рисунок 5), то его называют 

производной функции  ,z f x y  в точке  0 0 0,M x y  
Рисунок 5 

x О

y 
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по направлению к точке  ,M x y , т. е. вдоль направления вектора 

   0 0 0, ,x yl l l M M x x y y  


, ее обозначение и расчетная формула имеют вид:  
 

     
0

0 0 0cos cosl x y
M

z
z M z M z M

l

      


, 

где  0xz M ,  0yz M – значения частных производных в точке 0M , а cos xl l 


, 

cos yl l 


 – направляющие косинусы вектора  ,x yl l l


, 2 2
x yl l l 


. Напомним, 

что 2 2cos cos 1     – основное свойство направляющих косинусов.  
 

Замечание – Понятие производной по направлению является обобщением понятия 
частных производных. Действительно, при 0  , 2    имеем    0 0l xz M z M  ,  

при 2   , 0   имеем    0 0l yz M z M  . 
 

Поскольку производная по направлению l


 характеризует скорость изме-
нения функции в точке  0 0 0,M x y  по направлению l


, то:  

– если  0 0lz M  , то функция в этом направлении возрастает;  

– если  0 0lz M  , то функция в этом направлении убывает;  

– если  0 0lz M  , то функция в этом направлении не изменяется. 

Градиент скалярного поля. Поскольку производная по направлению ха-
рактеризует скорость изменения функции в этом направлении, то можно задать 
вопрос: а в каком направлении эта скорость имеет наибольшее значение? 
Направление, или вектор, вдоль которого  0 maxlz M  , называют гради-

ентом и обозначают  
0

0grad grad
M

z z M . Над ним не принято ставить 

стрелку. Для функции двух переменных  ,z f x y  в точке  0 0 0,M x y  он опре-

деляется по формуле 
 

     
0

0 0 0grad grad x yM
z z M z M i z M j    , 

где ,i j   единичные векторы декартового базиса,     0 0,x yz M z M   – коорди-

наты градиента. Градиент указывает направление наибыстрейшего возрастания 
функции, в этом состоит его физический смысл, а наибольшая скорость этого 
роста равна модулю градиента, т. е.  

 

          22

0 0 0 0max gradl x yz M z M z M z M     .  
 

Замечание – Поскольку функция не изменяется вдоль линий уровня, то можно заклю-
чить, что производная по направлению, касательному к линии уровня, равна нулю. Доказано, 
что градиент направлен по нормали к линиям уровня, а в направлении, противоположном 
градиенту, т. е.  0grad z M , функция  ,z f x y  убывает наиболее быстро.  
 

Изложенное, с учетом замечания, продемонстрируем на примере. 
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Пример – Для функции 2 2z x y   найти: 
 

1) уравнение линии уровня при 2z  ;  
2) производную в точке  0 1,1M  по направлению к точкам  1 1,0M , 

 2 2,0M ,  3 2,1M ,  4 2,2M ,  5 1,2M ,  6 0,2M ,  7 0,1M ,  8 0,0M ;  

3) вектор, в направлении которого функция в точке 0M  возрастает наибо-
лее быстро (т. е. градиент), и значение скорости роста функции по этому 
направлению. 

 

Решение  
 

Функция 2 2z x y   определена на всей плоскости Oxy , а графиком ее яв-
ляется поверхность, которая представляет собой параболоид вращения с осью 
симметрии Oz  (рисунок 6, а). 

1 Подставляем 2z   в функцию 2 2z x y  , получаем уравнение 

2 22 x y  , которое является уравнением окружности  2
2 2 2x y   на плос-

кости Oxy  с центром в начале координат радиусом 2R  . Линия уровня 
(окружность) и указанные в условии направления изображены на рисунке 6, б. 

 

 
2 Запишем расчетную формулу для производной по направлению: 

 

     0 0 0cos cos
il x yz M z M z M      . 

 

Найдем частные производные и их значения в точке  0 1,1M : 
 

 2 2 2x x
z x y x    ;            0 02 2 1 2xz M x     ; 

 2 2 2y y
z x y y    ;           0 02 2 1 2yz M y     . 

 

Найдем координаты вектора 0 1M M


 и его направляющие косинусы. 

y 

z 
 

M8

M1 M2 

M3 

M4 M5M6

M7

x 3 2 0 1 

M0 

1 

2 

3 

x 

y 

a) б)

M0 О

2

 Рисунок 6 
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   1 0 1 0 11 1,0 1 0, 1l M M M M    
 

,  22
1 0 1 1l    


, cos 0 1 0   , 

cos 1 1 1     . Найденные величины подставляем в расчетную формулу и по-

лучаем    
1 0 2 0 2 1 2 0lz M         . Поскольку производная отрицательна, 

то функция в направлении 0 1M M


 убывает. 

Найдем координаты вектора 0 2M M


 и его направляющие косинусы. 

   2 0 2 0 22 1,0 1 1, 1l M M M M    
 

,  22
2 1 1 2l    


, cos 1 2  , 

cos 1 2   . Найденные величины подставляем в расчетную формулу и по-

лучаем    2 0 2 1 2 2 1 2 0lz M       . Поскольку производная равна нулю, 

то функция в направлении 0 2M M


 не изменяется. 

Поступаем аналогично для остальных направлений.  

Для    3 0 3 0 32 1,1 1 1,0l M M M M   
 

,  22
3 1 0 1l   


, cos 1 1 1   , 

cos 0 1 0   .  
3 0 2 1 2 0 2 0lz M       . Производная положительна, следова-

тельно, функция в направлении 0 3M M


 возрастает. 

Для    4 0 4 0 42 1,2 1 1,1l M M M M   
 

, 2 2
4 1 1 2l   


, cos 1 2  , 

cos 1 2  .  
4 0 2 1 2 2 1 2 4 2 2 2 0lz M        . Функция в направле-

нии 0 4M M


 возрастает. 

Для    5 0 5 0 51 1,2 1 0,1l M M M M   
 

, 2 2
5 0 1 1l   


, cos 0 1 0   , 

cos 1 1 1   .  
5 0 2 0 2 1 2 0lz M       . Функция в направлении 0 5M M


  

возрастает. 

Для    6 0 6 0 60 1,2 1 1,1l M M M M    
 

,  2 2
6 1 1 2l    


, cos 1 2 , 

cos 1 2  .    6 0 2 1 2 2 1 2 0lz M       . Функция в направлении 0 6M M


 

не изменяется. 

Для    7 0 7 0 70 1,1 1 1,0l M M M M    
 

,  2 2
7 1 0 1l    


, 

cos 1 1 1     , cos 0 1 0   .    
7 0 2 1 2 0 2 0lz M         . Функция в 

направлении 0 7M M


 убывает. 

Для    8 0 8 0 80 1,0 1 1, 1l M M M M     
 

,    2 2

7 1 1 2l     


, 

cos cos 1 2     .      8 0 2 1 2 2 1 2 4 2 2 2 0lz M            . 

Функция в направлении 0 8M M


 убывает. 
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3 Запишем расчетную формулу для градиента 
 

     0 0 0grad x yz M z M i z M j   . 
 

Поскольку значения частных производных найдены, то подставляем их в рас-
четную формулу для градиента, получаем  
 

 0grad 2 2z M i j  . 
 

Максимальное значение скорости роста функции в этом направлении из точки 0M   
 

     2 2
grad 0 0max grad 2 2 8 2 2z M z M      .  

 

Выводы. Из приведенных расчетов и рисунка 6, б видно, что направления 

 2 0 2 1, 1l M M 


 и  6 0 6 1,1l M M 


 являются направлениями, касательными к 

линии уровня, и производная вдоль них равна нулю. Направление 

 4 0 4 1,1l M M


 совпадает с направлением градиента, производная вдоль него 

максимальна и равна модулю градиента, функция в этом направлении возраста-
ет наиболее быстро, в чем можно убедиться на основании рисунка 6, а. Видно 
также, что градиент направлен по нормали к линии уровня. Направление 

 8 0 8 1, 1l M M  


 противоположно направлению градиента, производная отри-

цательна и по модулю равна модулю градиента (функция в этом направлении 
убывает наиболее быстро).  

 
Примеры для самостоятельной работы  
 

Для функции  ,z f x y  найти:  

1) производную в точке  0 0 0,M x y  по направлению вектора 0 1M M


;  

2) вектор, в направлении которого функция в точке 0M  возрастает наибо-
лее быстро (т. е. градиент) и значение скорости роста функции по этому 
направлению:  

 

а) 3 2 45 3 4z x y x y xy     ,  0 1;1M ,  1 3;2M ; 

б) 3 3 2 42 5 2 5 3z x y x y y y x     ,  0 1;2M ,  1 3; 2M  ; 

в) 2 4 32 5 3 4z y x y x y xy     ,  0 0;1M ,  1 1;2M ; 

г) 2 2 4 2 5 1z x y x y xy y      ,  0 1; 2M  ,  1 3;2M ; 

д) 3 2 4 2 35 3 4z x y x y xy x y     ,   0 0; 1M  ,  1 4;2M . 
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Практическое занятие № 23. Локальные экстремумы ФМП 
 

Локальные экстремумы функции двух переменных. Пусть функция 
 ,z f x y  определена в области D . Точка  0 0 0,M x y  называется точкой ло-

кального максимума (минимума) функ-
ции  ,z f x y , если для всех точек 

 ,M x y  из этой окрестности, отличных от 

 0 0 0,M x y , выполняются неравенства 

   0 0, ,f x y f x y      0 0, ,f x y f x y  (ри-

сунок 7).  
Значения функции в точках максимума 

(минимума) называют максимумом (мини-
мумом) функции. Максимум и минимум называют одним словом – экстремум.  

Необходимые условия существования экстремума. Как и в случае 
функции одной переменной, если дифференцируемая функция двух перемен-
ных  ,z f x y  имеет экстремум в точке  0 0 0,M x y , то ее частные производ-

ные в этой точке равны нулю, а касательная плоскость параллельна плоскос- 
ти Oxy . Обратное не всегда верно, т. е. если    0 0 0 0, 0,    , 0x yf x y f x y   , то 

это не означает, что  0 0x y  точка экстремума, в этой точке экстремум может 

быть, а может и не быть. Кроме того, в точке экстремум может быть, а произ-
водные (или хотя бы одна из них) не существуют или равны бесконечности.  

Точки, в которых частные производные 0, 0x yf f    или хотя бы одна из 

них не существует или равна  , называются критическими точками (точками 
возможного экстремума). Для однозначного установления экстремума и его ха-
рактера в критических точках используют так называемые достаточные условия 
его существования.  

Достаточные условия существования экстремума. Пусть в критической 
точке  0 0 0,M x y  и некоторой ее окрестности функция  ,z f x y  имеет непре-

рывные частные производные до второго порядка включительно. Пусть 
 0 0,xxA f x y ,  0 0,yyB f x y ,  0 0,xyC f x y   значения частных производных 

второго порядка в точке  0 0 0,M x y  и 2AB C   . Тогда:  

1) если 0  , то в точке  0 0 0,M x y  экстремум есть, причем если 0A   

 0B  , то максимум, а если 0A    0B   – минимум; 

2) если 0  , то в точке  0 0 0,M x y  экстремума нет;  

3) если 0  , то экстремум в точке  0 0 0,M x y  может быть, а может и не 

быть. В этих случаях требуются дополнительные исследования поведения 
функции в окрестности критической точки.  

Из приведенного очевиден алгоритм нахождения экстремумов. 

 

 

Рисунок 7 
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1 Из необходимых условий 
 , 0, ,xf x y    

 
,

, 0, ,yf x y     ,





 решая систему, находим 

критические точки. Выбираем из них те, которые принадлежат области  
определения. 

2 На основании достаточных условий определяем знак и значение    
в каждой из найденных критических точек и устанавливаем наличие экстрему-
ма и его характер.  

3 Если в какой-то из найденных точек экстремум существует, то вычисля-
ем значение функции в них. 
 

Пример – Найти экстремумы функции 2 3 43z x y x y   .  
 

Решение  
 

Область определения   2D z R , т. е. вся плоскость Oxy . Найдем частные 

производные 26 3xz xy x   , 2 33 4yz x y   . Из необходимых условий  
2

2 3

6 3 0,

3 4 0,

x

y

z xy x

z x y

   
    

 

решая систему, находим критические точки. Заметим, что первые производные 
в области определения существуют и конечны, поэтому производные прирав-
ниваем только нулю. Система нелинейная, однако легко решается.  

Из второго уравнения выражаем 2 33 4x y  и подставляем в первое 
34 6 0y xy  . Выносим 2y  за скобки и получаем  22 3 2 0y x y  . Отсюда 

0y  , а следовательно, и 0x  , далее 23 2 0x y     22

3
x y , подставляем во 

второе уравнение рассматриваемой системы и получаем 
2

2 32
3 4 0

3
y y    

 
,  

т. е. 4 34
4 0

3
y y   или  3 3 0y y   . Опять имеем произведение двух множите-

лей, из которого следует, что 0y   или 3y  . Для 0y   получаем 0x   –  

это решение мы уже имеем, а для 3y   получаем 22
3 6

3
x    .  

Таким образом, получили две критические точки:  1 6,3M ,  2 0,0M .  

Для определения наличия и характера экстремума в критических точках 
находим вторые производные:  
 

6 6xxz y x   ,   212yyz y   ,   6xy yxz z x   , 
 

и в соответствии с достаточными условиями вычисляем их значения в критиче-
ских точках и величину  . 
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Для  1 6,3M :  6,3 18xxA z   ,  6,3 108yyB z   ,  6,3 36xyC z    

и 2 648 0AB C     . Следовательно, в точке  1 6,3M  экстремум есть, а по-

скольку 18 0A      108 0B    , то в точке 1M  локальный максимум  

и  max 6,3 27z z  . 

Для  2 0,0M :  0,0 0xxA z  ,  0,0 0yyB z  ,  0,0 0xyC z    

и 2 0AB C    . Следовательно, в точке  2 0,0M  экстремум может быть,  

а может и не быть. Проводим дополнительные исследования поведения функ-
ции в окрестности этой точки.  

Значение функции в точке  2 0,0M  равно  0,0 0z  . Далее, например, при 

0x  , 0y   имеем 4 0z y    для любых y , а при 0x  , 0y   имеем 

3 0 при 0

0 при 0

x
z x

x

 
    

, т. е. в окрестности точки  2 0,0M  вдоль оси Ox  

функция знакопеременна. Значит, в точке 2M  экстремума нет. 
 

Примеры для самостоятельной работы  
 

Найти локальные экстремумы функции двух переменных: 
 

1) 3 2 2 22 5z x xy x y    ; 6) 3 212 3 6z x xy y    ; 

2) 2 23 6z x y x xy y     ; 7) 3 23 2 6z x xy y    ; 

3) 2 22 3 2 1z xy x y    ; 8) 2 33z x xy y x    ; 

4) 2 38 4 1z x y xy    ; 9) 2 23 64z x x xy y     ; 

5) 3 38 6 1z x y xy    ; 10) 2 21 6z x x xy y     . 
 

Практическое занятие № 24. Условный и глобальный 
экстремумы ФМП 

 

Условный экстремум функции двух переменных. Условный экстремум 
функции  ,z f x y  – это локальный экстремум, дости-

гаемый при условии, когда переменные x  и y  связаны 
некоторым уравнением (условием)  , 0x y  . Уравне-

ние  , 0x y   называют уравнением связи.  

Поясним данное определение наглядно на примере. 
Пусть требуется найти экстремум функции 2 2z x y   
(параболоид), при условии, что переменные x  и y  удо-
влетворяют уравнению связи 1 0x y   . Это уравне-
ние определяет плоскость, параллельную оси Oz . Она 
пересекает плоскость Oxy  по прямой 1L  и параболоид 
по линии 2L , на которой как видно из рисунка 8 имеется 

Рисунок 8 
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минимум в точке 0M . Это и есть условный экстремум функции, хотя сама 

функция 2 2z x y   имеет локальный минимум в точке  0,0O . Поиск условно-

го экстремума сводится к исследованию на обычный (локальный) экстремум 
вспомогательной функции  
 

     , , , ,L x y f x y x y    , 
 

которую называют функцией Лагранжа, где    неопределенный постоянный 
множитель, который рассматриваем как дополнительную переменную, т. е. 
функцию Лагранжа считаем функцией трех переменных x , y  и  .  

Необходимые условия существования условного экстремума имеют вид: 
 

 

0,

0,

, 0.

x

y

L

L

L x y

  

 

    

 

Из этих условий находятся критические точки  ,i i iM x y  и значения i ,  

т. е. точки возможного условного экстремума. Для однозначного определения 
наличия и характера экстремума используются достаточные условия.  

Достаточные условия связаны с анализом знака дифференциала второго 
порядка функции Лагранжа, по переменным x  и y  для найденных критических 

точек  ,i i iM x y  и значения i . А именно 
 

 2 2 2, , 2xx xy yyd L x y L dx L dxdy L dy      . 
 

Поскольку знак дифференциала определяется знаками и значениями вторых 
производных и знаками дифференциалов dx  и dy , то поступаем следующим об-

разом. Из уравнения связи  , 0x y   находим связь дифференциалов dx  и dy . 

Для этого находим полные дифференциалы от обеих частей уравнения связи  

    , 0d x y d  ,             0x ydx dy     . 

Отсюда x

y

dy dx


 


, подставляем в дифференциал второго порядка функции 

Лагранжа и получаем  

 
2

2 2, , 2 x x
xx xy yy

y y

d L x y L L L dx
                           

,  

где  22 0dx dx  .  

Теперь, очевидно, что знак дифференциала будет определяться только зна-
ком квадратной скобки, т. е. значениями соответствующих производных в 
найденных критических точках.  

Далее: 
1) если  2 , , 0i i id L x y   , то в точке  ,i i iM x y  функция  ,z f x y  имеет 
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условный максимум; 
2) если  2 , , 0i i id L x y   , то в точке  ,i i iM x y  функция  ,z f x y  имеет 

условный минимум; 
3) если  2 , , 0i i id L x y   , то требуются дополнительные исследования по-

ведения функции  ,z f x y  в окрестности критической точки.  

Из приведенного очевиден алгоритм нахождения условных экстремумов.  
1 Строим функцию Лагранжа. Выписываем необходимые условия суще-

ствования экстремума, из которых находим критические точки  ,i i iM x y  и со-

ответствующие им значения i .  
2 На основании достаточных условий, для каждой из найденных критиче-

ских точек находим знак и значение дифференциала второго порядка функции 
Лагранжа и определяем характер экстремума.  

3 Если в найденных критических точках экстремум существует, то вычис-
ляем значение функции в них. 

 

Пример – Найти экстремум функции 2z x y   при условии, что её аргу-

менты удовлетворяют уравнению   2 2, 1 0x y x y     . 
 

Решение  
 

Функция определена на всей плоскости Oxy . Условие связи задано неявно. 
Строим функцию Лагранжа 
 

   2 2, , 2 1L x y x y x y       . 
 

Выписываем необходимые условия существования экстремума, из которых 
находим критические точки  ,i i iM x y  и соответствующие им значения i . 
 

2 2

2 2 0,

1 2 0,

1 0.

x

y

L x

L y

L x y

     

    

     

 

 

Получили нелинейную систему алгебраических уравнений, которую реша-
ем следующим образом. Из первых двух уравнений выражаем x  и y  через   

1 1
,

2
x y   

 
, и подставляем в третье уравнение системы. Получаем урав-

нение относительно  , т. е. 2 2

1 1
1

4
 

 
. Это квадратное уравнение, а именно 

2 5

4
  , из которого следует 1,2

5

2
   . Далее находим ix  и iy .  

Для значения 1

5

2
    имеем 1 1

2 1
,

5 5
x y    .  
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Для значения 2

5

2
    имеем 2 2

2 1
,

5 5
x y  . 

Получили две критические точки и соответствующие им два значения парамет-
ра  , а именно: 

1

2 1
,

5 5
M

   
 

,   1

5

2
   ;     2

2 1
,

5 5
M

 
 
 

,   2

5

2
   . 

Далее для определения наличия и характера экстремума, на основании до-
статочных условий записываем дифференциал второго порядка функции Ла-
гранжа по переменным x  и y . Для этого находим вторые частные производные 
по переменным x  и y  

   2 2 2xx x xx
L L x        ,          1 2 2yy y yy

L L y        , 

       1 2 2 2 0xy x y y xy x
L L L y y             . 

 

Следовательно,  
 

   2 2 2 2 2 2 2, , 2 2 2 0 2 2 .xx xy yyd L x y L dx L dxdy L dy dx dxdy dy dx dy              

Поскольку в данном примере 0xyL  , а    2 22 2 0dx dy dx dy    , то можно 

заключить, что знак дифференциала будет определен знаком  . В случаях ко-
гда 0xyL  , следует искать связь дифференциалов dx  и dy  из уравнения связи 

  2 2, 1 0x y x y     . Следуя общей методике, сделаем это. Находим полные 

дифференциалы от обеих частей уравнения связи    2 2 1 0d x y d   . 

На основании определения дифференциала первого порядка функции двух 
переменных можем записать  

   2 2 2 21 1 0
x y

x y dx x y dy       , 

2 2 0xdx ydy  ,  т. е.  
x

dy dx
y

  . 

Подставляя найденную связь дифференциалов dx  и dy  в построенный 
дифференциал второго порядка функции Лагранжа получаем 
 

   
2

2 2 2 2
2

, , 2 2 1
x

d L x y dx dy dx
y

 
       

 
.  

Из полученного видно, что знак дифференциала  2 , ,d L x y  , как и было указа-

но раньше, не равен нулю и определяется знаком  , поскольку  
 

 
2 2

22
2 2

1 1 0
x x

dx dx
y y

   
      

   
. 

Следовательно, экстремумы есть. Устанавливаем характер экстремумов в 
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найденных критических точках.  

Для 1

2 1
,

5 5
M

   
 

 значение 1

5
0

2
    , значит  2

1 1 1, , 0d L x y   , сле-

довательно, в точке 1M  – условный минимум и  min 1 1 12 5z z M x y     . 

Для 2

2 1
,

5 5
M

 
 
 

 значение 2

5
0

2
    , а  2

1 1 1, , 0d L x y   , следователь-

но, в точке 2M  – условный максимум и  max 2 2 22 5z z M x y    . 

Полученные результаты можно пояснить наглядно. Графиком функции 
2z x y   является плоскость, проходящая через начало 

координат, а уравнение связи   2 2, 1 0x y x y      
 представляет собой уравнение кругового цилиндра, 

образующая которого параллельна оси Oz  и пересека-
ет плоскость 2 0x y z    по линии L . Поскольку 
плоскость наклонена относительно плоскости Oxy  

(нормальный вектор  2,1, 1n 


), то на линии пересече-

ния плоскости и цилиндра находятся две точки с ми-
нимальным и максимальным значениями по координа-
те z  (рисунок 9).  

 

Примеры для самостоятельной работы  
 

Найти условные экстремумы функции двух переменных: 

1) 28 3 6z x y   , если 2 2 1x y  ; 
4) 

4 3 57

5 5 5
z x y    ,  

если 2 2 10 8 16x y x y      ; 

2) 2z xy , если 2 1x y  ; 
5) 

1 3
12

2 2
z x y    ,  

если 2 2 4 8 10x y x y      ; 

3) 
2 2

3 6

x y
z   , если 2 3x y  ; 

6) 
1 17

2 2
z x y    ,  

если 2 2 6 2 10x y x y      . 
 

Примечание – В примерах 4–6 уравнение связи является уравнением окружностей. Для 
упрощения выкладок при нахождении точек условного экстремума, целесообразно привести 

его к каноническому виду    2 2 2

0 0x x y y R    .  
 

Наименьшее и наибольшее значения (глобальные экстремумы) функции 
двух переменных в замкнутой ограниченной области. Если функция 

 ,z f x y  определена и непрерывна в некоторой замкнутой ограниченной об-

ласти  D D z , то она достигает в точках этой области своего наибольшего M  

 

 

 

 

 

Рисунок 9 

 



 26

и наименьшего m  значений. Эти значения достигаются либо во внутренних 
точках области D , либо на ее границе.  

Правила нахождения наибольшего и наименьшего значений функции 
 ,z f x y  в замкнутой ограниченной области D : 

1) найти все критические точки функции, выбрать из них те, которые при-
надлежат D  и вычислить значения функции в них (без определения вида экс-
тремума в них); 

2) найти условные экстремумы функции на границе области D , вычислить 
значения функции в них и значения функции в концевых точках границы, если 
граница состоит из отдельных участков; 

3) из полученных значений выбрать наибольшее и наименьшее. Эти значе-
ния и являются глобальными экстремумами функции в области D .  
 

Примеры для самостоятельной работы  
 

Найти наибольшее и наименьшее значения функции  ,z f x y  в замкну-

той области D :  
 

1) 2 22z x y x  , : 0, 0, 3D x y x y    ; 

2) 2 23 2z x xy y    , : 1, 0,D x y y x   ; 

3) 23z y xy x y    , : 1 1, 0 1D x y     ; 

4) 3z xy , 2 2: 2D x y  . 
 

Практическое занятие № 25. Числовые ряды 
 

Рядом называется выражение вида 

1 2 3
1

... ...n n
n

u u u u u




      ,     (1) 

где { iu } – последовательность чисел или функций.  
Величины iu , входящие в (1) называют слагаемыми ряда, а nu  под знаком 

суммы – общим слагаемым ряда. Если iu  числа, то ряд называется числовым,  

а если  i iu u x  – функции, то функциональным. Ряд считается заданным, если 

задана формула для nu , выраженная как функция номера n , т. е.  nu f n . 

Сумму первых n  слагаемых ряда 1 2 3 ...n nS u u u u      называют n -й частич-
ной суммой ряда.  

Если существует конечный предел lim nn
S S


 , то его называют суммой ря-

да и говорят, что ряд сходится, а если lim nn
S


 не существует, или lim nn

S


  , то 

говорят, что ряд расходится.  

Основным вопросом в теории рядов является вопрос об установлении их 
сходимости (расходимости), и в случае сходимости чему равна его сумма.  
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Пример 1 – Пользуясь непосредственно определением, выяснить сходи-
мость следующих рядов.  

 

Решение: 
 

1) 0 0 0 0       – сходится и его сумма равна нулю; 
2) 1 1 1 1      – расходится, т. к. его сумма равна бесконечности; 
3) 1 1 1 1 1 1 1        – расходится, т. к. последовательность частич-

ных сумм не имеет предела; 

4) 
 1

1

1n n n



  . В данном случае необходимо получить формулу для n -й 

частичной суммы, т. е. для nS . В примерах такого рода, когда дробь правиль-
ная, а знаменатель представляет собой произведение конечного числа линей-
ных множителей, то для нахождения формулы n -й частичной суммы, необхо-
димо дробь представить в виде суммы простейших дробей  

 

 
1

1 1

A B

n n n n
 

 
. 

 

Методами алгебры получаем 1A  , 1B   . В результате можем записать 
 

 
1 1 1

1 1n n n n
 

 
. 

 

Тогда 
1 1 1 1 1 1 1 1

1 ... 1
2 2 3 3 4 1 1nS

n n n
                                

. Найдем предел 

1
lim 1 1

1n
S

n

     
, т. е. ряд 

 1

1

1n n n



   сходится и его сумма равна единице. 

Ряд вида 2 1 1

1 0

1 ... ...n n n

n n

q q q q q
 

 

 

         называется рядом геомет-

рической прогрессии. Отношение 1n

n

u
q

u
   называют знаменателем прогрес-

сии. Исследуем его на сходимость. Формула для n -й частичной суммы имеет 

вид 
 2 1
1

1 ... ...
1

n

n
n

q
S q q q

q



      


. Найдем предел 

   
, 1 ,

1 1
lim lim lim 1 1

1 1 , 1 .
1

n

n
nn n n

S если q ряд расходится
q

S q
q q S если q ряд сходится

q
  

    
          

 

При 1q    ряд расходится (см. примеры выше).  
Замечание – Ряд геометрической прогрессии играет важную роль в математике, отно-

сится к «эталонным» рядам и используется при доказательствах сходимости других рядов.  
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Примеры для самостоятельной работы  
 

Установить сходимость рядов: 
 

1) 
 1

1

2n n n



  ;  2) 
  1

1

3 2 3 1n n n



   ;  3) 
2 1

1

1

2 n
n





 ;  4) 

1

9 3

18

n n

n
n





 . 

 

Необходимый признак сходимости и достаточный признак расходимо-
сти числовых рядов. Нахождение -n й частичной суммы и ее предела для про-
извольного ряда является непростой задачей. Поэтому для выяснения сходимо-
сти ряда установлены специальные признаки, следуя которым можно ответить 
на вопрос о сходимости (расходимости) ряда.  

Необходимый признак сходимости. Если ряд 
1

n
n

u



  сходится, то 

lim 0nn
u


 . Однако обратное не всегда верно, т. е. если о сходимости ряда ни-

чего неизвестно, но lim 0nn
u


 , то это не означает, что ряд сходится.  

Достаточный признак расходимости. Если lim 0nn
u


 , или этот предел не 

существует, то ряд расходится. 
 
Пример 2 – На основании необходимого признака сходимости и достаточ-

ного признака расходимости ответить на вопрос о сходимости рядов. 
 

Решение: 
 

1) 
1 2 1n

n

n



  . 
2 1n

n
u

n



. 

1
lim lim 0

2 1 2nx x

n
u

n 
  


. Ряд расходится;  

2) 
 3

1 1n

n

n



 
 . 

 3
1

n

n
u

n



. 

 3lim lim 0
1

nx x

n
u

n 
 


. Ответа нет; 

3) 
1

5

5 9n

n

n



  . Ряд расходится;  

4) 
2

1

1
cos

n n




 . Ряд расходится; 

5) 
1

1
sin

n n




 . Ответа нет; 

6) 
1

1
1

n

n n





  
 

 . Ряд расходится. 

 

В случаях, когда lim 0nn
u


  и необходимый признак не дает ответа на во-

прос о сходимости ряда, то это означает, что существуют расходящиеся ряды, 
для которых lim 0nn

u


 . Ярким примером такого ряда является так называемый 

гармонический ряд. Это ряд вида  
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1

1 1 1 1 1
...

1 2 3n n n





        . 

Для него 
1

lim lim 0nn n
u

n 
  , однако ряд расходится [1]. Обобщенный гармониче-

ским рядом или рядом Дирихле называется ряд вида  
 

1

1 1 1 1 1

1 2 3p p p p p
n n n





       , 

 

который сходится при 1p   и расходится при 1p   [1]. Также является «эта-
лонным». При 1p  , имеем гармонический ряд. 

Некоторые свойства рядов. 

1 Если ряд 
1

n
n

u



  сходится и имеет сумму S , то ряд 

1
n

n

cu



 , также сходится 

и его сумма равна cS , где 0c   – число, а если ряд 
1

n
n

u



  расходится, то расхо-

дится и ряд 
1

n
n

cu



 . 

2 Если ряды 
1

n
n

u



 , 

1
n

n

v



  сходятся и имеют суммы 1S  и 2S  соответственно, 

то ряд  
1 1 1

n n n n
n n n

u v u v
  

  

      сходится и его сумма равна 1 2S S . Однако 

сумма или разность сходящегося и расходящегося рядов есть ряд расходящий-
ся, а разность двух расходящихся рядов может быть как сходящимся, так и рас-
ходящимся рядом, поскольку  1 2S S     – неопределенность.  

 

Пример 3 – Исследовать сходимость рядов. 
 

Решение: 
 

1) 
2

1

1

n

n

n





 . Найдем предел 2

1
lim 0
n

n

n


 , необходимое условие выполняет-

ся. 
Определим сходимость этого ряда. Исходный ряд равен сумме двух рядов 

2 2
1 1 1

1 1 1

n n n

n

n n n

  

  


    . Ряд 

1

1

n n




  – гармонический расходящийся. Ряд 

2
1

1

n n




  – 

сходящийся как ряд Дирихле с 2 1p   . Сумма расходящегося и сходящегося 
рядов есть расходящийся ряд; 

2) 
2

2
1

3

n

n

n





 . Ряд расходится, т. к. 
2

2

3
lim lim 1 0nn n

n
u

n 


   , т. е. не выпол-

нено необходимое условие сходимости ряда; 



 30

3) 
2

2
1

4 5

7n

n

n






 . Ряд расходится (доказать самостоятельно); 

4) 
2

1

5

n

n

n





 . Ряд расходится (доказать самостоятельно). 

 

Практические занятия № 26 и 27. Достаточные признаки  
сходимости числовых рядов  

 

Необходимый признак не дает возможность судить о сходимости ряда.  
В этой связи сформулированы так называемые достаточные признаки. Рассмот-
рим их для знакоположительных рядов, поскольку знакоотрицательный ряд 
можно умножить на минус единицу и получить знакоположительный ряд, а, как 
известно, умножение ряда на число не влияет на его сходимость. 

Признаки сравнения. Согласно им, сходимость (расходимость) ряда 
устанавливают путем сравнения (в неравенствах или в пределе) с другим «эта-
лонным» рядом, для которого известно сходится он или расходится.  

Признак сравнения в неравенствах. Пусть даны два знакоположитель-
ных ряда  

1
n

n

u



 ,   (2) 

1
n

n

v



 .    (3) 

Тогда если, начиная с некоторого 0n n , вы-
полняется неравенство n nu v , то из сходимо-
сти ряда (3) следует сходимость ряда (2), а из 
расходимости (2) следует расходимость (3). Наглядная трактовка признака пока-
зана на рисунке 10. В случаях, когда признак сравнения в неравенствах ответа о 
сходимости ряда не дает, например, эталонным рядом сравнения является ряд (3) 
и он расходится, или эталонным рядом сравнения является ряд (2) и он сходится, 
то следует прибегнуть к предельному признаку сравнения. 

Предельный признак сравнения. Если существует конечный     и не 

равный нулю  0  предел отношения  lim 0n

n
n

u
A A

v
    , то ряды (2) и (3) 

сходятся или расходятся одновременно. Это означает, что они «ведут» себя 
одинаково в смысле сходимости при n .  

Замечание-рекомендация – Для сравнения выбирай «эталонные» ряды, которые по виду 
и структуре формулы общего слагаемого схожи с исследуемым рядом, чтобы легко выпол-
нить сравнение в неравенствах или найти предел. 

 

Пример 1 – Исследовать сходимость рядов. 
 

Решение: 
 

1) 
2

1

1

1n n



  . Сравним ряд в неравенствах с обобщенным гармоническим 

Рисунок 10 
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2
1

1

n n




 , который сходится, поскольку 2 1p   . В неравенствах 2 2

1 1

1n n



. Сла-

гаемые исследуемого ряда меньше соответствующих слагаемых эталонного 
сходящегося ряда. Следовательно, исходный ряд сходится;  

2) 
2

2

1

1n n



  . Сравним ряд в неравенствах с обобщенным гармоническим 

2
1

1

n n




 , который сходится, поскольку 2 1p   . В неравенствах 2 2

1 1

1n n



. Сла-

гаемые исследуемого ряда больше соответствующих слагаемых эталонного 
сходящегося ряда. Следовательно, признак ответа не дает. Применим предель-
ный признак сравнения. Для этого найдем предел 

 

 
2

2 2 2

1 1
lim lim : lim 1 0,

1 1
n

n n
n

n

u n

v n n n 



             
. 

 

Предел есть конечное     и не равное нулю  0  число. Следовательно, 

оба ряда ведут себя одинаковым образом в смысле сходимости. Поскольку ряд 
сравнения сходится, то и исследуемый ряд также сходится;  

3) 
1

1

1n n



  . Сравним ряд с гармоническим 
1

1

n n




 , который расходится. В не-

равенствах 
1 1

1n n



. Слагаемые исследуемого ряда меньше соответствующих 

слагаемых эталонного расходящегося ряда. Следовательно, признак в неравен-
ствах ответа не дает. Применим предельный признак сравнения. Найдем  

 

 1 1
lim lim : lim 1 0,

1 1
n

n n
n

n

u n

v n n n 



              
. 

Предел есть конечное     и не равное нулю  0  число. Следовательно, 

оба ряда ведут себя одинаково в смысле сходимости. Поскольку ряд сравнения 
является расходящимся, то и исследуемый ряд расходится;  

4) 
1

1

2 1n
n



  . Сравним ряд с рядом геометрической прогрессии 

1 1

1 1

2 2

n

n
n n

 

 

   
 

   со знаменателем 
1

1
2

q   , который сходится.  

В неравенствах 
1 1

2 1 2n n



. Следовательно, исходный ряд сходится; 

5) 
1

1

2 1n
n



  . Сравним ряд с рядом геометрической прогрессии 

1 1

1 1

2 2

n

n
n n

 

 

   
 

   со знаменателем 
1

1
2

q   , который сходится. В неравенствах 
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1 1

2 1 2n n



. Признак ответа не дает. Сравним в пределе 

 1 1 2
lim : lim 1 0,

2 1 2 2 1

n

n n nn n 

         
. Следовательно, исходный ряд сходится; 

6) 
1

tg
5n n





 . Сравним ряд с гармоническим в пределе  

 1 1 0 1
lim tg : lim tg : lim : lim 0,

5 5 0 5 5 5n n n n

n

n n n n n n n   

                             
         

. 

 

Исходный ряд расходится. При нахождении предела воспользовались эквива-
лентными бесконечно малыми величинами    tg x x  ,   0x  . 

 

Примеры для самостоятельной работы  
 

Установить сходимость рядов: 
 

1) 
1

1

2n
n n



  ;  2) 
2

1

1

2 1n n



  ;  3) 
2

1

2 1

2 1n

n

n






 ;  4) 

 1

1

1n n n



  ;  5) 
2

1

sin
3n n





 . 

 

В отличии от признаков сравнения, где все зависит от догадки и запаса из-
вестных сходящихся (расходящихся) рядов, существуют достаточные признаки, 
которые вопрос о сходимости позволяют решить, проделав лишь некоторые 
операции над слагаемыми ряда.  

Признак Даламбера. Если для ряда 
1

n
n

u



  существует 1lim n

n
n

u
q

u



 , то ряд 

сходится при 1q   и расходится при 1q  . При 1q   признак ответа не дает.  
Признак Даламбера целесообразно применять, когда формула общего сла-

гаемого ряда nu  содержит множители вида !n , na , n  или имеют вид 

 1n nu u f n . Для справки ! 1 2 3n n      – n -факториал. Его свойство 

     ! 1 ! 2 ! 1n n n n n n         .  

Радикальный признак Коши. Если для ряда 
1

n
n

u



  существует 

lim n
nn

u q


 , то ряд сходится при 1q   и при 1q   расходится. При 1q   при-

знак ответа не дает.  
Признак целесообразно применять, когда формула общего слагаемого ряда 

nu  содержит множители вида   n
f n  или    n

f n


,     n
f n


.  

 

Замечание – В случаях, когда признаки Даламбера и радикальный Коши не дают ответа 
на вопрос о сходимости ряда, т. е. 1q  , то следует прибегнуть к признакам сравнения или 

интегральному признаку КошиМаклорена [1, 2]. 
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Пример 2 – Исследовать сходимость рядов. 
 

Решение: 
 

1) 
1

1

!n n




 . Формула общего слагаемого содержит факториал !n  Применяем 

признак Даламбера. Составляем отношение 1n

n

u

u
  и находим его предел,  

т. е. 
   

1 1 1 ! !
lim lim : lim lim

1 ! ! 1 !
n

n n n n
n

u n n

u n n n


   

     
     !n    

1
lim 0 1

11 n nn 
  

 
. 

 

Следовательно, исследуемый ряд сходится;  
 

2) 
1

3

!

n

n n




 . Формула общего слагаемого содержит факториал !n  и показа-

тельную функцию 3n . Применяем признак Даламбера 
 

     
1

1 3 ! 3 3 ! 1
lim lim lim 3lim 0 1

1 ! 3 3 ! 1 1

n n
n

n nn n n n
n

u n n

u n n n n




   

        
     

. 

Следовательно, исследуемый ряд сходится; 
 

3) 
1

!
n

n

n

n




 . Формула общего слагаемого содержит факториал !n  и показа-

тельно-степенную функцию nn . Применяем признак Даламбера 
 

 
 

 
     

 1
1 1

1 ! 1 ! 1 !!
lim lim : lim lim

! !1 1 1 1

n n
n

n n nnn n n n
n

n n nu n n n

u n n nn n n n


    

        
      

 

 
 

1

! 11 1 1 1 1
lim lim lim 1 1

1 1 ! 2,72

n n n

n n n

n nn n

n n n n n e



  

                                      
 . 

Исследуемый ряд сходится. Здесь 
1

lim 1 2,72
n

n
e

n

    
 

 – второй замеча-

тельный предел.  
 

Замечание – Видно, что !n nn n a   при n   ; 
 

4) 
 
 1

2 5 8 3 1

3 8 13 5 1n

n

n





    
    




. Формула общего слагаемого имеет вид: 

 1n nu u f n . Применяем признак Даламбера. Имеем 
 
 

2 5 8 3 1

3 8 13 5 1n

n
u

n

    


    



. 

Выписываем 
    
    1

2 5 8 3 1 3 1 1

3 8 13 5 1 5 1 1n

n n
u

n n

       


       




. Находим его предел 
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    
    

 
 

  
  

 
 

1

2 5 8 3 1 3 1 1

3 8 13 5 1 5 1 1 3 1 1 3 2 3
lim lim lim lim 1

2 5 8 3 1 5 1 1 5 4 5
3 8 13 5 1

n

n n n n
n

n n

n n n nu
nu n n
n



   

       
          

    
       
    







. 

Исследуемый ряд сходится;  
 

5) 
2

1

1

1

n

n

n

n





 
  

 . Формула общего слагаемого имеет вид   n
f n . Следова-

тельно, применяем радикальный признак Коши 
 

2 2 2

1 1 1
lim lim lim 0 1

1 1

n

n n
nn n n

n n
u

n n  

                         
. 

 

Исследуемый ряд сходится;  
 

6) 

2

1

1
n

n

n

n





 
 
 

 . Формула общего слагаемого имеет вид   
2n

f n . Применя-

ем радикальный признак Коши 
 

2

1 1 1
lim lim lim lim 1 2,72 1

n n n

n n
nn n n n

n n
u e

n n n   

                
     

 . 

Исследуемый ряд расходится;  
 

7) 
2

1

1

6 10n n n



   . Видно, что по признаку Даламбера 1q  . Согласно ре-

комендациям, обратимся к признакам сравнения, а именно, возьмем для срав-

нения обобщенный ряд Дирихле 
2

1

1

n n




 , с 2 1p   , который сходится. Приме-

ним предельный признак. Имеем 
 

2

2 2 2

1 1
lim : lim 1

6 10 6 10n n

n

n n n n n 
 

   
. 

 

Следовательно, исходный ряд сходится.  
 

Примеры для самостоятельной работы  
 

Установить сходимость рядов: 
 

1) 
1

1

3 1n n



  ; 3) 
1

5 1

3

n

n

n

n





 
 
 

 ; 5) 
 

2
1

1 !

3n
n

n





 ; 7) 

1

3 1

1 7

n

n
n

n

n





    
 ; 

2) 
1

5 2

2 3n

n

n






 ; 4) 

4

1 2n
n

n


 ; 6) 

2

1

2
1

n
n

n

n

n





 
  

 ; 8) 
2

1

1

4 5n n n



   ; 
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9) 
2

1

1

6 10n n n



   ; 10) 
2

1

lnn n n




 ; 11) 

2
1

1 1
sin

n n n




 ; 12) 

1

sin
n n





 . 

 
Практические занятия № 28 и 29. Знакочередующиеся             

и знакопеременные ряды 
 

Знакочередующиеся ряды. Ряд, у которого любые два соседних слагае-
мых имеют разные знаки, называется знакочередующимся:  

   1 1

1 2 3 4
1

... 1 ... 1 , 0
n n

n n n
n

u u u u u u u


 



          . 

Для исследования его сходимости применяют признак Лейбница. Знако-
чередующийся ряд сходится, если выполнены два условия: 

1) последовательность абсолютных величин членов ряда монотонно убы-
вает, т. е. 1 2 3 1n nu u u u u        ; 

2) предел общего члена стремится к нулю, при n , т. е. lim 0nn
u


 .  

Ряды, для которых выполнены условия признака Лейбница, называются 
рядами Лейбница. Для рядов Лейбница справедливо неравенство 1S u .  

Абсолютная и условная сходимость. Если для сходящегося знакочере-

дующегося ряда   1

1

1
n

n
n

u






  ряд, составленный из модулей   1

1 1

1
n

n n
n n

u u
 



 

   , 

сходится, то такой ряд называется абсолютно сходящимся. В противном случае 
(знакочередующийся ряд сходится, а ряд из модулей расходится), ряд называют 
условно (не абсолютно) сходящимся.  

Замечания  
1 Условие абсолютной сходимости более «сильное», чем условие обычной сходимости, т. е. ес-

ли ряд из модулей сходится, то исходный ряд сходится и в обычном смысле, и нет необходимости 
применять признак Лейбница. В связи с этим при исследовании на абсолютную сходимость можно 
сразу начинать исследование ряда из модулей. Однако если ряд из модулей расходится, то применяй 
признак Лейбница на предмет условной сходимости.  

2 Абсолютно сходящиеся ряды можно складывать (вычитать) и перемножать. Их сумма (раз-
ность) и произведение будут соответственно 1 2S S , 1 2S S . Этого нельзя сказать про условно схо-

дящиеся ряды. 
 

Пример 1 – Исследовать на абсолютную сходимость. 
 

Решение: 

1)   1

1

1
1

!
n

n n






  . Ряд 
1 1 1 1 1 1

...
1! 2! 3! 4! 5! 6!
       знакочередующийся.  

Проверим условия Лейбница: 
 

а) 
1 1 1 1

... ...
1! 2! 3! n
     , б) 

1
lim 0

!n n
 . 

 

Оба условия выполнены, значит ряд сходится. Исследуем на абсолютную 
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сходимость. Составим ряд из модулей   1

1 1

1 1
1

! !
n

n nn n

 


 

    . По признаку Да-

ламбера 1lim n

n
n

u

u



=

 
!

lim
1 !n

n

n 
 = 

1
lim 0 1

1n n
 


. Следовательно, исходный ряд 

сходится абсолютно;  

2)  
1

9
1

!

n
n

n n





  . Исследуем сразу на абсолютную сходимость. Составляем 

ряд из модулей и по признаку Даламбера имеем 
 

 
1

1 9 ! 9
lim lim lim 0 1

1 !9 1

n
n

nn n n
n

u n

u n n




  
   

 
. 

 

Исходный ряд сходится абсолютно, следовательно, он сходится и в обыч-
ном смысле, и нет необходимости применять признак Лейбница; 

3)   1

3
1

1
1

n

n n






      абсолютно сходится; 

4)   1

1

1
1

n

n n






      условно сходится; 

5)   1

1

1
1

n

n n






      условно сходится; 

6)   1

1

1
n

n






     расходится; 

7)    1 1 2
2

1 1

1
1 1

n n

n n

n
n

 
 


 

          расходится. 

 

На конкретных примерах доказали сходимость (расходимость) ряда  

  1

1

1
1

n

p
n n






        (4) 

в зависимости от значения p , который: при 1p   абсолютно сходится; при 
0 1p   условно сходится; при 0p   расходится. Ряд (4) называют «эталон-
ным» рядом Лейбница.  

Знакопеременные ряды. Знакочередующиеся ряды являются частным 
случаем знакопеременных рядов. Числовой ряд, членами которого являются 
числа произвольного знака, называется знакопеременным. Так, например:  

1)  
 1

2

1

!
1

5

n n

n
n

n 



 ; 2) 
5

1

cos

n

n

n




 ; 3) 

2

1

sin

3n
n

n



 . 

Теорема Коши (общий достаточный признак сходимости знакоперемен-

ных рядов). Если для знакопеременного ряда 
1

n
n

u



  ряд, составленный из моду-
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лей 
1

n
n

u



 , сходится, то исходный знакопеременный ряд сходится абсолютно.  

 

Пример 2 – Исследовать на сходимость знакопеременные ряды. 
 

Решение: 
 

1)  
 1

2
2

1

1
1

n n

n n

 



  . Составим ряд из модулей 
2

1

1

n n




 . Ряд сходится как ряд 

Дирихле, т. к. 2 1p   . Следовательно, исходный знакопеременный ряд схо-
дится абсолютно; 

 

2) 
5

1

cos

n

n

n




 . Составим ряд из модулей 

5
1

cos

n

n

n




  и применим признак срав-

нения. Для сравнения возьмем ряд Дирихле 
5

1

1

n n




 , который сходится, посколь-

ку 5 1p   . Сравниваем 5 5

cos 1n

n n
 . Следовательно, исходный знакоперемен-

ный ряд сходится абсолютно. 
 

Примеры для самостоятельной работы  
 

Установить абсолютную сходимость рядов: 
 

1)   1

1

1
1

2
n

n
n






  ;   2)   1

1

!
1

5
n

n
n

n




  ;   3) 
2

1

sin

3n
n

n



 ;   4)  
 1

2

1

!
1

5

n n

n
n

n 



 . 

 
Практические занятия № 30 и 31. Функциональные              

и степенные ряды. Нахождение области сходимости 
 

Функциональным рядом называется ряд вида 

         1 2 3
1

... ...n n
n

u x u x u x u x u x




      , 

где  nu x  – некоторые функции от x . При конкретных значениях 0x x  функ-

циональный ряд становится числовым 

         1 0 2 0 3 0 0 0
1

... ...n n
n

u x u x u x u x u x




      ,   (5) 

который может быть как сходящимся, так и расходящимся.  
Если числовой ряд (5) сходится при 0x x , то 0x  называют точкой сходи-

мости ряда, если расходится, то 0x  – точка расходимости ряда. Совокупность 
числовых значений x , при которых функциональный ряд сходится, называют 
областью сходимости ряда. В области сходимости функционального ряда его 
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сумма является некоторой функцией от x , т. е.  S S x  и определяется как 

предел    lim nn
S x S x


 , где    

1

n

n i
i

S x u x


  – частичная сумма ряда.  

Среди функциональных рядов в математике и ее приложениях большую 
роль играют ряды, членами которого являются степенные функции, а сами 
ряды называют степенными. Мы приступаем к детальному изучению именно 
таких рядов.  

Степенным рядом называется функциональный ряд вида 

       2

0 1 0 2 0 0 0
0

... ...
n n

n n
n

a a x x a x x a x x a x x




          ,  (6) 

и его называют рядом по степеням  0x x . 

При 0 0x   степенной ряд принимает вид 

2
0 1 2

0

... ...n n
n n

n

a a x a x a x a x




      ,    (7) 

и его называют рядом по степеням x . 
Величины  0,1, 2, ...na n   являются числами, и их называют коэффици-

ентами ряда. Степенной ряд (6) всегда сходится в точке 0x x , а ряд (7) –  
в точке 0x  . Эти точки называют центрами сходимости рядов. Одним из ос-
новных вопросом в теории степенных рядов является вопрос о нахождении об-
ласти сходимости. Сделать это позволяет теорема Абеля.  

Теорема Абеля. Если степенной ряд (7) сходится при x c , то он сходит-

ся абсолютно и равномерно при всех x , удовлетворяющих неравенству  
 

x c     или   c x c   . 

Если же ряд (7) расходится при x c , то он расхо-

дится при x x c    (рисунок 11).  

Максимальное значение c R , при котором 

ряд (7) сходится, называется радиусом сходимости ряда, а интервал x R , или 

R x R    – интервалом сходимости. Вне интервала сходимости, т. е. x R  – 

ряд расходится (рисунок 12). 
В концевых точках x R   ряд может как 

сходиться, так и расходиться. Для определения 
области сходимости ряда необходимо исследовать 
его в концевых точках x R  . Для этого следует 
значения x R   подставить в исходный степенной ряд и получившийся число-
вой ряд исследовать на сходимость. При нахождении R  возможны случаи: 

0R  , R   , R   конечное число. В случае 0R   говорят, что ряд сходится в 
единственной точке 0x   – центре сходимости. В случае R    говорят, что 
ряд сходится на всей числовой оси. Аналогично определяются радиус, интервал 
и область сходимости ряда (6) (рисунок 13):  

  

Рисунок 11 

 

Рисунок 12 
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0x x R     0R x x R      0 0x R x x R    . 
 

Теорема Абеля устанавливает структуру области сходимости (интервал, 
точка, вся числовая ось), но не дает алгоритма 
нахождения области сходимости. Однако в ней 
говорится, что ряд сходится абсолютно. А для 
установления абсолютной сходимости следует 
исследовать ряд из модулей. Воспользуемся этим. Пусть ряд полный, т. е. со-
держит все степени x . Составим ряд из модулей 

2
0 1 2

0

... ...n n
n n

n

a a x a x a x a x




      ,     

и по признаку Даламбера найдем предел отношения слагаемых ряда  1nu x   

к  nu x  при n , т. е.  

 
 

1
11 1 1lim lim lim lim

n
nn n n

nn n n n
n n nn

a xu x a a
x x

u x a aa x


  

   
    .  

 

Этот предел, как мы видим, зависит от x . Если предел существует, то согласно 
признаку Даламбера потребуем, чтобы он был меньше единицы,  

т. е. 1lim 1n

n
n

a
x

a



  . Отсюда 

1

lim n

n
n

a
x

a


 . Следовательно,  

1

lim n

n
n

a
R

a


 .        

Применительно к радикальному признаку Коши получаем 
1

lim n
nn

R
a



 .        

Замечание – При выводе формул для радиуса сходимости, использован полный ряд 
степеней x . Если имеем неполный ряд, т. е. ряд не содержит всех степеней x , например, 

2

0

n
n

n

a x



 , 2 1

0

n
n

n

a x





 , или имеем ряд по отрицательным степеням x , т. е. 

0 0

nn
nn

n n

a
a x

x

 


 

  ,  

то в таких случаях интервал сходимости находят без определения радиуса сходимости,  
а непосредственно применяют признак Даламбера или радикальный признак Коши. 
 

Некоторые свойства степенных рядов:  
1) степенные ряды можно складывать (вычитать) и умножать с общим интер-

валом сходимости. Результатом будет ряд с таким же интервалом сходимости; 
2) степенные ряды внутри интервала сходимости можно почленно диффе-

ренцировать и интегрировать. Полученный ряд будет иметь тот же интервал 
сходимости, что и исходный ряд. 
 

  

  

Рисунок 13 
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Пример 1 – Найти области сходимости рядов. 
 

Решение: 
 

1) 2 3

0

1n n

n

x x x x x




         . Видно, что это ряд геометрической 

прогрессии со знаменателем q x . Условие его сходимости знаем: 1x  . Тем 

не менее, установим его область сходимости на основании сформулированных 
положений. Ряд полный по степеням x . Центр сходимости 0x  . Установим 
область сходимости, пользуясь формулами для радиуса сходимости. Коэффи-
циенты ряда 1na  . В данном случае можно применить формулы для R , осно-
ванные как на признаке Даламбера, так и радикальном признаке Коши. Напри-
мер, на основании признака Даламбера  

 

1

1
lim lim 1

1
n

n n
n

a
R

a 


   . 

Следовательно, 1x   или 1 1x    – интервал сходимости. При 1x    имеем 

числовые расходящиеся ряды. Следовательно, область сходимости совпадает с 
интервалом сходимости, т. е. 1x   или 1 1x   . Заметим, что суммой ряда 

является функция  
0

1

1
n

n

x S x
x





 
 ,  1x  ; 

2) 
1

n n

n

n x



 . Это полный ряд. Для него 0 0x    центр сходимости, n

na n . 

Найдем радиус сходимости  
1 1 1 1

0
limlim lim nnn

n nn n

R
na n

 

    


. 

 

Следовательно, ряд сходится в единственной точке 0x   – центре сходимости; 
 

3) 
1 !

n

n

x

n




 . Это полный ряд. Для него 0 0x    центр сходимости, 

1

!na
n

 . 

Найдем радиус сходимости. Имеем 
1

!na
n

 , 
 1

1

1 !na
n 


.  

   
1

1 !
lim lim lim 1

!
n

n n n
n

na
R n

a n  



      . 

Следовательно,  ,   – область сходимости, т. е. ряд сходится на всей  

числовой оси;  

4) 
 

3
0

1
n

n

x

n






 . Это полный ряд. Для него 0 1x     центр сходимости, 
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3

1
na

n
 . Найдем радиус и интервал сходимости  

3

3
3

1

1 1
lim lim lim 1 1n

n n n
n

a n
R

a nn  



     . 

 

Получили 1R  . Соответственно  2; 0  – интервал сходимости. Установим 

область сходимости. При 2x    имеем числовой знакочередующийся ряд 

 
3

0

1
n

n n






 , который, как видно, является рядом Лейбница с 

1
1

3
p    – условно 

сходится. При 0x   – числовой ряд 
3

0

1

n n




 , который расходится как ряд Дирих-

ле 
3

0

1

n n




 , 

1
1

3
p   . Следовательно, областью абсолютной сходимости исход-

ного ряда 
 

3
0

1
n

n

x

n






  является полуинтервал  2; 0  или 2 0x   .  

Замечание – Следует помнить, что в интервале ряд сходится абсолютно. Однако приня-
то концевые точки, в которых ряд условно сходится, включать в область сходимости;  
 

5) 
2

0 5

n

n
n

x


  – ряд неполный. Поэтому применим непосредственно признаки 

сходимости. В данном случае радикальный признак Коши  
 

 
2 2

lim lim 1
5 5

n

nn
n nn n

x x
u x

 
   . 

Отсюда получаем интервал сходимости 2 5x  , или 5x  , т. е. 5 5x   .  

Исследуем ряд в концевых точках интервала сходимости. При 5x    по-

лучаем числовой ряд 
 

 
2

0 0

5
1

5

n

n

n
n n

 

 


  , который расходится. Следовательно, 

область сходимости ряда есть: 5 5x   ; 
 

6) 
 1

1

2
n

n n x



 
 . Имеем ряд по отрицательным степеням. Поэтому приме-

ним непосредственно признак, в данном случае Даламбера:  
 

 
 

 
     

1
1

2 1
lim lim lim 1

1 2 21 2

n

n
nn n n

n

u x n x n

u x n x xn x


  


   

   
. 

 

Отсюда 2 1x   ,    или  1 2 1x    ,     или     1, 3x x   – интервал сходи-

мости. Исследовать ряд на концах интервала сходимости (самостоятельно). 
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Примеры для самостоятельной работы  
 

Найти области сходимости следующих рядов: 
 

1) 
1

3n n

n

x



 ; 4) 

 
 1

2

5 1

n

n
n

x

n






 ; 7) 

2

0 3

n

n
n

x


 ; 10) 

 
0

1

2 5

n

n

x

n






 ; 

2) 
 

3
1

2
n

n

x

n






 ; 5)  

2 1
1

1

1
2 1

n
n

n

x

n







 ; 8) 

 2 1

0

2

2 1

n

n

x

n



  ; 11) 
1

! n

n

n x



 ; 

3) 
 

1

3
n

n

x

n






 ; 6) 

2

1 !

n

n

x

n




 ; 9) 

 
1

5
n

n

x

n






 ; 12) 

1

tg
5

n

n
n

x


 . 

 
Практические занятия № 32 и 33. Разложение элементарных 

функций в степенные ряды Тейлора и Маклорена 
 
Известно, что сумма сходящегося степенного ряда есть функция. В частно-

сти, степенной ряд вида  

 2 3

1

1
1

1
n n

n

x x x x x S x
x





        
   

представляет собой ряд геометрической прогрессии со знаменателем q x , ко-

торый при 1q x   сходится и его сумма равна   1

1
S x

x



. Иначе функция 

  1

1
S x

x



 представима степенным рядом. В связи с этим возникают вопросы. 

А любую ли произвольную функцию  f x  можно представить степенным ря-

дом? Каковы условия такого представления, чему равны коэффициенты этого 
ряда и как найти область сходимости? Ответы на эти вопросы получены. Если 
функция бесконечное число раз дифференцируемая, то ее можно представить в 
виде степенного ряда  
 

           
     20 0 0

0 0 0 0... ...
1! 2! !

n
nf x f x f x

f x f x x x x x x x
n

 
           

 
     0

0 0
1 !

n
n

n

f x
f x x x

n





   ,    (8) 

где    0

1

!
n

na f x
n

  – коэффициенты ряда.  

Ряд (8) называют рядом Тейлора для функции  f x  в точке 0 0x   или ря-

дом по степеням  0x x . Если положить 0 0x  , ряд (8) принимает вид:  
 

             
   2

1

0 0 0 0
0 ... ... 0

1! 2! ! !

n n
n n

n

f f f f
f x f x x x f x

n n





 
         (9) 
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и его называют рядом Маклорена для функции  f x  в точке 0 0x   или рядом 

по степеням x . Определив коэффициенты ряда, мы можем найти радиус и об-
ласть сходимости как радиус и область сходимости степенного ряда.  

Бесконечная дифференцируемость функции является необходимым усло-
вием ее разложения. Однако порой этого недостаточно. Формально функция 
может быть представлена степенным рядом (8) или (9), а ряд может не сходится 
к функции. В связи с этим сформулированы достаточные условия представи-
мости функции степенным рядом: если модули производных любого порядка 
функции  f x  в точке 0x  и ее окрестности ограничены некоторым числом,  

т. е.      1, 2, 3, ...nf x M n  , то ряд (8) и (9) сходится к функции  f x  в 

точке 0x  и ее окрестности и это разложение единственно.  

Для разложения функции  f x  в ряд Тейлора (Маклорена) необходимо: 

1) найти все производные и вычислить их значения в точке 0x x ; 
2) записать ряд и найти его область сходимости как область сходимости 

степенного ряда. 
Разложение некоторых элементарных функций в ряд Маклорена. На 

практике наиболее чаще применимы и проще в разложении являются ряды по 
степеням x , т. е. ряды Маклорена. Получим эти ряды для некоторых элемен-
тарных функций по определению.  

 
Пример – Разложить в ряд Маклорена функции и найти области сходимости. 
 

Решение: 
 

1)   xf x e . Известно, что       nn x xf x e e    1,2,...,n     

и       00 0 1nf f e   . В результате можем записать  
 

  2 3

0

1 1 1 1 1
1

1! 2! 3! ! !
x n n

n

f x e x x x x x
n n





          . 

 

Найдем область сходимости. Ряд полный. Точка 0x   – центр сходимости. 
Найдем радиус сходимости по формуле Даламбера  

 

 
     

1

1 ! ! 11 1
lim lim : lim lim lim 1

! 1 ! ! !
n

n n n n n
n

n n na
R n

a n n n n    


 
       


. 

 

Следовательно, ряд сходится на всей числовой оси;  
 

2)   sinf x x . Находим  0 sin0 0f    и    0nf :  

   sin cosf x x x   ,   0 cos0 1f    ; 
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   cos sinf x x x    ,  0 sin0 0f     ;  

   sin cosf x x x     ,  0 cos0 1f       и т. д. 

Имеем ряд 

   
 

 
 

3 5 7 2 1 2 1

0

1 11 1 1
sin

3! 5! 7! 2 1 ! 2 1 !

n n

n n

n

f x x x x x x x x
n n


 



 
        

   . 

Найдем область сходимости. Ряд неполный. Поэтому применим непосред-
ственно признак Даламбера  

 

 
 

 
 

 
 

 
 

1

2 3 2 1 21 1 1 2 1 !
lim lim : lim

2 3 ! 2 1 ! 2 3 !

n n

n nn

n n n
n

u x n
x x x

u x n n n


 

  

  
  

  
 

 

 
     

2 22 1 ! 1
lim lim 0 1

2 1 ! 2 3 2 3n n

n
x x

n n n 


   

  
  для x . 

 

Следовательно, ряд сходится на всей числовой оси;  
 

3)   cosf x x . Основываясь на свойствах рядов, можем записать  

   
 

3 5 7 2 111 1 1
cos sin

3! 5! 7! 2 1 !

n

nx x x x x x x
n


           

   

 
 

 
 

2 4 6 2 2

0

1 11 1 1
1

2! 4! 6! 2 ! 2 !

n n

n n

n

x x x x x
n n





 
        . 

 

При этом ряд сходится на всей числовой оси.  
 

Замечание – Из приведенных примеров можно заметить, что: ряд для функции 
  xf x e  имеет все степени x ; ряд для функции   sinf x x   только нечетные степени x ; 

ряд для функции   cosf x x   только четные степени x . Это не случайно. Это общее свой-

ство. Четные функции раскладываются в ряды по четным степеням x , нечетные  по нечет-
ным, а ряды функций, не обладающих свойством четности (нечетности) имеют все степе- 
ни x , кроме может быть 0 1x  .  

Для основных элементарных функций построена таблица рядов Маклоре-
на, которая приведена ниже. Для функций из таблицы, разложение которых мы 
не рассмотрели, ряды Маклорена легко строятся с помощью приемов, основан-
ных на свойствах степенных рядов, которые мы рассмотрим ниже.  

 

Таблица рядов Маклорена некоторых элементарных функций: 
 

 
2 3

0

1 ; ;
! 2! 3!

n
x

n

x x x
e x x

n





            
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 
 

 
2 1 3 5 7

1

1

sin 1 ; ;
2 1 ! 3! 5! 7!

n
n

n

x x x x
x x x

n






          
   

 
 

 
2 2 4 6

0

cos 1 1 ; ;
2 ! 2! 4! 6!

n
n

n

x x x x
x x

n





             

 2 3

0

1
1 1;1 ;

1
n

n

x x x x x
x





        
    

      

1

1 2 1
1 1

!
m n

n

m m m m n
x x

n





   
    

 

    
 2 31 1 2

1 1;1 ;
2! 3!

m m m m m
mx x x x

  
         

     
2 3 4

1

1

ln 1 1 1;1 ;
2 3 4

n
n

n

x x x x
x x x

n






             

   
2 1 3 5 7

1

1

arctg 1 1;1
2 1 3 5 7

n
n

n

x x x x
x x x

n






         
  ; 

 
3 5 2 1

sh ... ...
3! 5! 2 1 !

nx x x
x x

n



     


,    ;x   ; 

 
2 4 2

ch 1 ... ...
2! 4! 2 !

nx x x
x

n
      ,     ;x   . 

 
Практическое занятие № 34. Приемы разложения функций  

в ряды Тейлора и Маклорена  
 

Разложение функций в ряды Тейлора и Маклорена по определению часто 
связано с громоздкими выкладками по нахождению производных и сложностя-
ми при исследовании вопросов сходимости. В связи с этим рассмотрим некото-
рые приемы разложения функций в ряды Тейлора и Маклорена, которые осно-
ваны на свойствах степенных рядов, таблице рядов основных элементарных 
функций и сообразительности. Эти приемы позволяют избежать вышеуказан-
ных сложностей. Приемы рассмотрим на конкретных примерах.  

 

Замена переменной (подстановка) 
 

Пример 1 – Разложить в ряд Маклорена функцию. 
 

Решение: 
 

1)   cos5f x x . Делаем замену 5x t , имеем   cosf t t . Используя таб-

лицу рядов, можем записать 
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     
2 4 6 2

0

cos 1 ... 1
2! 4! 6! 2 !

n
n

n

t t t t
f t t

n





        . 

Возвращаемся к старой переменной 5t x , получаем 
 

         
     

2 4 6 2 2
1 2

0 0

5 5 5 5 5
cos5 1 ... 1 1

2! 4! 6! 2 ! 2 !

n n
n n n

n n

x x x x
x x

n n

 


 

          .  

 

Определим область сходимости ряда для cos5x . Для cost  имеем t    . Но 
5t x . Следовательно, 5x     или x    , т. е. ряд сходится на всей 

числовой оси. В справедливости рассмотренного приема убедиться самостоя-
тельно, непосредственно разложив функцию   cos5f x x  в ряд;  
 

2)   2xf x e . Делаем замену 2x t  и получаем  

2
2 3 2 4 6 2

2 2

0 0

1 ... 1 ...
1! 2! 3! ! 1! 2! 3! !

n n
x t

n n

t t t t x x x x
e x t e t x

n n

 

 

                  . 

Область сходимости: t    , 2x    , x    , т. е. вся числовая ось; 
 

3)   1

1
f x

x



. Преобразуем функцию  

   
21 1 1

1 ...
1 1 1

f x x t t t
x x t

          
   

 

   2 3 4

0 0 0

1 ... 1
n nn n

n n n

t t x x x x x x x
  

  

                . 

 

Область сходимости: 1t  ,  1x    1x     или   1 1x   . 
 

Метод дифференцирования и интегрирования 
 

Пример 2 – Разложить в ряд Маклорена функцию. 
 

Решение: 
 

1)  
 22

2

1

x
f x

x



. Для нее 

 
 2

2 22

2 1 1

1 11

x
t x

x tx

               
 

   2 3 4 2 4 6 3 51 ... 1 ... 2 4 6 ...
x

t t t t x x x x x x                ,  1 1x   ; 
 

2)    ln 1f x x  . Известно, что    
0

1
ln 1

1

x

f x x dt
t

  
 , следовательно, 

можем записать 

     
2 3 4

2 3

0 0

1
ln 1 1 ... ...

1 2 3 4

x x x x x
f x x dt t t t dt x

t
            

  . 
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Область сходимости 1t  . При интегрировании область не меняется, т. е. 1x  . 
 

Метод сложение и вычитание рядов 
 

Пример 3 –Разложить в ряд Маклорена функции   shf x x ,   chf x x . 
 

Решение 

По определению sh , ch
2 2

x x x xe e e e
x x

  
  . Тогда 

2 3

1 ... ...
1! 2! 3! !

n
x x x x x

e
n

       ,  

 
2 3

1
1 ... 1 ...

1! 2! 3! !

n
nx x x x x

e
n

         , 

   
3 5 2 11

sh ... ...
2 2 3! 5! 2 1 !

x x n
x xe e x x x

x e e x
n

 


        


,    ;x   , 

   
2 4 21

ch 1 ... ...
2 2 2! 4! 2 !

x x n
x xe e x x x

x e e
n




         ,         ;x   . 

 

Комбинированные приемы  
 

Пример 4 – Разложить в ряд Маклорена функцию. 
 

Решение: 
 

1)     
4

1 1 3
f x

x x


 
. Для этой функции справедливо представление  

        
4 1 3

...
1 1 3 1 1 3

f x
x x x x

   
   

 и т. д; 

 

2)     2

1 xf x x e  . Множитель  1 x  является степенной функцией. По-

этому раскладываем только экспоненту, т. е.  
 

 2
2 4 6 8

1 ...
1! 2! 3! 4!

x x x x x
e x           . 

 

Далее, умножив двучлен  1 x  на ряд для функции 
2xe , получаем разло-

жение всей функции 
 

   2
2 4 6 2 3 4 5 6 7

1 1 1 ... 1 ...
1! 2! 3! 1! 1! 2! 2! 3! 3!

x x x x x x x x x x
x e x x  

                
 

. 

Ряд сходится на всей числовой оси. 
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Примеры для самостоятельной работы  
 

1 Разложить в ряд Маклорена функции: 
 

а)   sin2f x x ;   г)   2
0

arctg ...
1

x dt
f x x

t
  

 ; 

б)   2

1

1
f x

x



;   д)   2

0

1
ln 2 ...

1 1

xx dt
f x

x t


  

  ;  

в)  
3 1

3

xe
f x

x


 ;    е)  

2
0

arcsin ...
1

x dt
f x x

t
  

 . 

2 Разложить   1
f x

x
  по степеням  2x  .   1 1 1

...
22 1

2

f x
xx

   



. 

3 Доказать:  

а) 
0

sin
lim 1
x

x

x
 ;  б) 

0

1
lim 1

x

x

e

x


 ;  в) 

 
0

ln 1
lim 1
x

x

x


 . 

4 Вычислить число e  с точностью 0,01  . 

5 Вычислить 
2

1 3

0

xe dx  с точностью 0,001  . 
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