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Целью данной работы является создание программного продукта, реа-

лизующего метод Монте-Карло для вычисления двойного интеграла. Пла-

нируется использование данного продукта на кафедре «Высшая математи-

ка» при изучении численных методов со студентами специальностей 

«Промышленное и гражданское строительство», «Автомобильные доро-

ги», «Подъёмно-транспортные, строительные, дорожные машины и обору-

дование», «Транспортная логистика».  

Разработанная программа позволяет наглядно продемонстрировать 

распределение случайных точек в области интегрирования и получить зна-

чение интеграла. В отличие от профессиональных систем компьютерной 

алгебры (PTC Mathcad, Wolfram Mathematica, Maplesoft Maple и др.) про-

грамма не требует наличия специальных навыков у пользователя, обладая 

интуитивно понятным интерфейсом. 

Способы решения задач, использующие случайные величины, полу-

чили общее название метода Монте-Карло [1, с. 635]. Более точно под ме-

тодом Монте-Карло понимается совокупность приёмов, позволяющих по-

лучать решения математических или физических задач при помощи мно-

гократных случайных испытаний. Оценки искомой величины выводятся 

статистическим путём и носят вероятностный характер. На практике слу-

чайные испытания заменяются результатами некоторых вычислений, про-

изводимых над случайными числами.  

Эффективное применение метода Монте-Карло стало возможным по-

сле появления быстродействующих электронных машин, т. к. для получе-

ния достаточно точной оценки искомой величины требуются выполнение 

вычислений для весьма большого количества частных случаев и последу-

ющая статистическая обработка колоссального числового материала.  

Из математических задач, для которых разработано применение мето-

да Монте-Карло, можно отметить следующие: решение систем линейных 

уравнений, обращение матриц, нахождение собственных значений и соб-

ственных векторов матрицы, вычисление кратных интегралов, решение за-

дачи Дирихле, решение функциональных уравнений различных типов и др. 

Метод Монте-Карло успешно используется также для решения задач ядер-

ной физики. Заметим, что для решения одной и той же конкретной задачи 

схема применения метода может быть существенно различной. 

Для выработки случайных чисел можно использовать результат слу-

чайных физических процессов (например, бросание игральной кости, вра-
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Дифференциальное уравнение теплопроводности неподвижной среды 

(уравнение Фурье) имеет следующий вид 
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где a – коэффициент температуропроводности материала. 

Поскольку в стационарном режиме 0

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T
, коэффициент температу-

ропроводности a является характеристикой материала и не может быть ра-

вен нулю, а также с учетом того, что задача является одномерной, уравне-

ние (1) сводится к виду 
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Уравнение (2) описывает распределение температуры внутри плоско-

го образца (стенки) при переносе теплоты теплопроводностью в непо-

движной среде. 

Интегрируя уравнение (2), получим следующее выражение 
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Постоянные интегрирования С1 и С2 определим исходя из граничных 

условий согласно формулы 1:  при x = 0, Т = Т1; при x = h, T = T2. Таким 

образом, функция распределения температуры в плоском образце будет 

иметь вид 
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Используя выражение (4), получим зависимость для исследуемого об-

разца (рис. 2). Полученная зависимость хорошо согласуется с эксперимен-

том и носит линейный характер (что свидетельствует об отсутствии источ-

ников тепла внутри исследуемого образца).  

Данная модель позволяет оценить оптимальное расстояние, на кото-

ром необходимо расположить электронные элементы системы непрерыв-

ного контроля, учитывая их предельные температуры эксплуатации. 
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Разработка системы непрерывного контроля состояния пенополиуре-

тановой (ППУ) изоляции на основе цифровых датчиков влажности пред-

полагает размещение основных электронных компонентов непосредствен-

но в слое ППУ изоляции. Влияние высоких температур может негативно 

сказаться на работоспособности тех или иных электронных элементов, 

следовательно, актуальной является задача анализа тепловых характери-

стик изоляционного материала. 

Для определения условий эксплуатации электронных компонентов, 

располагаемых в слое изоляции, был выполнен ряд экспериментов, а также 

математическое моделирование распределения температуры в плоских об-

разцах ППУ. 

На практике широко применяется стационарный метод исследования 

распределения температуры, в котором используется нагреваемая пластина 

и плоские образцы. При этом в образце создается одномерный тепловой 

поток между нагреваемой и охлаждаемой пластиной. Таким образом, зада-

ча сводится к анализу распределения температуры в плоской стенке        

(рис. 1). 

В процессе эксперимента на одной из границ плоского образца посто-

янно поддерживалась температура T1 = 90 °C, на противоположной сто-

роне поддерживалась температура окружающей среды, Т2 = 21 °С. Значе-

ние температуры фиксировалось при помощи перемещаемого датчика, 

расположенного внутри образца.  

 

 
 

Рис. 1. Исследуемая модель 
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щение рулетки, вспышки в счётчике Гейгера, шум при электрических пе-

редачах и т. п.). Имеются также готовые таблицы случайных чисел. Строго 

говоря, при пользовании механическими приспособлениями для получения 

случайных чисел нет абсолютной уверенности, что мы имеем дело со слу-

чайными событиями с заданным распределением вероятностей. Поэтому 

полученный материал обычно подвергается статистической «проверке на 

случайность. В этом смысле надёжнее употреблять случайные числа из 

таблиц, где такая проверка уже проделана; однако использование таблиц 

случайных чисел для решения задач часто связано с серьёзными неудоб-

ствами.  

При решении задач методом Монте-Карло на компьютере обычно 

требуется весьма большое количество случайных чисел. Для их получения 

можно использовать два метода [2, с. 202]: физический, когда на вход ком-

пьютера подключается специальный датчик случайных чисел, регулируе-

мых случайными физическими процессами (например, радиоактивным 

распадом, шумами в электронных лампах и т. п.), и математический, ко-

гда с помощью стандартных машинных команд генерируется последова-

тельность чисел, являющаяся для внешнего наблюдателя случайной и удо-

влетворяющая основным неравенствам, которым должны удовлетворять 

настоящие случайные числа. Такие числа называются псевдослучайными. 

Источниками (датчиками) псевдослучайных чисел служат достаточно 

сложные математические алгоритмы.  

В настоящее время созданы достаточно удобные и надёжные матема-

тические датчики. Среди наиболее популярных генераторов случайных чи-

сел можно отметить генераторы, в которых используется следующая схе-

ма, предложенная Д.Г. Лехмером в 1949 году [3, с. 21]. Выберем четыре 

числа: m – модуль, 0 m ; a – множитель, 0 a m  ; c – приращение, 

0 c m  ; X0 – начальное значение, 00 X m  . Затем получим желаемую 

последовательность случайных чисел nX , полагая  1 modn nX a X c m    , 

0n  . Эта последовательность называется линейной конгруэнтной последо-

вательностью. Равномерно распределённые на отрезке [0;1] числа получа-

ем по формуле n nU X m .  

В данной программе реализован указанный генератор псевдослучай-

ных чисел со значения 352m , 155a  , 1c  . Значение 0X  можно изменять 

непосредственно в интерфейсе. 

Рассмотрим теперь метод Монте-Карло применительно к поставлен-

ной задаче. Пусть дана функция ( , )z f x y , непрерывная в ограниченной 

замкнутой области D, и требуется приближённо вычислить двойной инте-

грал ( , )
D

f x y dxdy . Пусть область D содержится внутри единичного квад-

рата 0 1x  , 0 1y  . Такую область будем называть нормированной. 
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Произвольную область можно нормировать с помощью соответствующей 

замены переменных.  

Зададим достаточно большое число N случайных точек 1 1 1( , )M x y , 

2 2 2( , )M x y ,…, ( , )N N NM x y . Для этого генератором псевдослучайных чисел 

создадим 2N чисел и выберем из них соответствующие координаты x и y 

точек. Далее проверим, какие из точек принадлежат области D и какие не 

принадлежат. Если область D нормированная и задана неравенствами 

1 2x x x  , 1 2( ) ( )y x y y x  , то для принадлежности случайной точки 

( , )i i iM x y  этой области проверяем выполнение данных неравенств. 

В окне программы задаются: функция ( , )f x y , значения 1x  и 2x , 

функции 1( )y x  и 2 ( )y x , количество точек. При выполнении программы 

кроме непосредственного вычисления интеграла также рисуется область 

интегрирования и точки на ней.  

Пусть определены n точек iM D . Тогда приближённо можно счи-

тать, что среднее значение подынтегральной функции 
1

1
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n

i

i

z f M
n 

  . От-

сюда искомый интеграл выразится приближённо формулой 

1
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n

i

i

S
I z S f M

n 

    , где S – площадь области интегрирования D , которую 

приближённо можно считать равной NnS  . Тогда окончательно получа-

ем 
1

1
( )

n

i

i

I f M
N 

  . 

Так как метод Монте-Карло служит для оценки значения кратного ин-

теграла, то можно использовать оценку погрешности результата по методу 

Рунге [4, с. 306]. Для этого вычисляют интеграл для N и 2N генерируемых 

точек. Результат имеет погрешность, не превышающую величины 

152 NN II  , где I2N – значение интеграла, вычисленное для 2N случайных 

точек, IN – значение интеграла, вычисленное для N случайных точек. 
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В настоящее время энергоресурсы, используемые человечеством, по-

степенно иссякают, их стоимость неминуемо увеличивается, а нерацио-

нальное использование существенно сказывается на экологии. 

Повысить эффективность использования любого вида энергии позво-

ляют современные энергосберегающие технологии. Основные направле-

ния в энергосбережении представлены на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Основные направления в энергосбережении 
 

Применение средств автоматизации в сочетании с современными тех-

ническими решениями позволяют добиться максимального уровня энерго-

сбережения и, как следствие, существенного экономического эффекта. 

Проведенный анализ существующих в доступных источниках методик 

оценки экономической эффективности от внедрения современных энерго-

сберегающих технологий показал, что они не охватывают возможности 

использования современных технологий в данном направлении. В данной 

ситуации целесообразно применять специализированное программное 

обеспечение, позволяющее осуществлять планирование и моделирование 

энергосберегающих мероприятий.  
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