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УДК 517.925 
 
К разрешимости периодической краевой задачи для системы  

матричных дифференциальных уравнений Риккати  
 

Д. В. Роголев 
 
Получены коэффициентные достаточные условия однозначной разрешимости 

периодической краевой задачи для системы матричных дифференциальных уравне-
ний Риккати. 
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On the solvability of a periodic boundary value problem  
for the system of matrix differential Riccati equations 

 
D. V. Rogolev 

 
Coefficient sufficient conditions for the unique solvability of a periodic boundary 

value problem for the system of matrix differential Riccati equations are obtained. 
Keywords: periodic boundary value problem, matrix Riccati equation. 
 
 
Рассмотрим краевую задачу 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 1 1 , , ,d t t t t t t G t
dt

= + + + + ≡X A XC XB X S X S Y F X Y  (1) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2 1 2 2 2 , , ,d t t t t t t G t
dt

= + + + + ≡Y A YC YB Y P X P Y F X Y  (2) 

 ( ) ( )0 = ωX X , (3) 

 ( ) ( )0 = ωY Y , (4) 

где [ ]0, ,t ∈ ω  ( ) ( ), n nt t ×∈\X Y , матрицы ( )i tA , ( )i tB , ( )i tС , ( )i tS , ( )i tP , ( )i tF  
( )1,2i =  определены и непрерывны на промежутке [ ]0,ω ; 0ω > . 

Матричные дифференциальные уравнения относятся к многомерным сис-
темам специального вида, включая уравнения Ляпунова, Риккати, играющие 
важную роль в теории и приложениях дифференциальных уравнений [1, 2, 4, 8]. 
Уравнения, аналогичные (1)–(4), рассмотрены в [3, 4]. В случае когда коэффи-
циенты в (1), (2) постоянные, получим систему типа [1] теории дифференци-
альных игр. 
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Обозначения:  

( ){ }1 2, , : 0 , ,D t t= ≤ ≤ ω ≤ ρ ≤ ρX Y X Y , ( ) ( )
0i i d
ω

ω = τ τ∫�B B , ( )1
i i

−γ = ω�� B , 

( )maxi it
tα = A , ( )maxi it

tβ = B , ( )maxi it
с t= С , ( )maxi it

tδ = S , 

( )maxi it
tμ = P , ( )maxi it

h t= F , ( )max
C t

t=T T , 

( ) ( )2
11 1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2

1 2 2
2

p с с⎡ ⎤= γ β α + β + δ ρ + δ ρ ω + α + δ ρ + δ ρ ω⎢ ⎥⎣ ⎦
� , 

12 1 2 1 1
1 1
2

p ⎛ ⎞= γ δ ρ ω β ω +⎜ ⎟
⎝ ⎠

� , 21 2 1 2 2
1 1
2

p ⎛ ⎞= γ μ ρ ω β ω +⎜ ⎟
⎝ ⎠

� , 

( ) ( )2
22 2 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2

1 2 2
2

p с с⎡ ⎤= γ β α + β + μ ρ + μ ρ ω + α + μ ρ + μ ρ ω⎢ ⎥⎣ ⎦
� , 

где [ ]0,t ∈ ω , 1 20 ,< ρ ρ < ∞ , ⋅  – норма матриц, определяемая в рамках конеч-
номерной банаховой алгебры ( )nB  непрерывных матричнозначных функций. 

Установим однозначную разрешимость задачи (1)–(4). 
Теорема. Пусть выполнены следующие условия: 

1) det ( ) 0i ω ≠�B  ( )1,2i = , (5) 

( ){
}

( ){
}

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1

2
1 1 1 1 1 2 1 2 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 2 2

2
2 2 2 2 2 1 1 2 2 2

12) 
2

,
1
2

,

с h

с h

с h

с h

⎡ ⎤γ β α + β ρ + δ ρ + δ ρ ρ + ω +⎣ ⎦

⎡ ⎤+ α ρ + δ ρ + δ ρ ρ + ω ≤ ρ⎣ ⎦

⎡ ⎤γ β α + β ρ + μ ρ + μ ρ ρ + ω +⎣ ⎦

⎡ ⎤+ α ρ + μ ρ + μ ρ ρ + ω ≤ ρ⎣ ⎦

�

�
 (6) 

3) 11 1p < , ( )det 0− >E P , (7) 

где ( )1,1diag=E , ( )ijp=P . Тогда задача (1)–(4) однозначно разрешима в об-
ласти D. 

Доказательство. С помощью условия (5) сначала выведем систему мат-
ричных интегральных уравнений, эквивалентную задаче (1)–(4). 

Из (1), (3) получим 

( ) ( )1
0

d
ω

τ τ τ =∫ X B  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 2 1
0

.d
ω

⎡ ⎤= − τ τ τ + τ τ τ + τ τ + τ τ⎣ ⎦∫ A X С X S X S Y F  (8) 
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Применим тождество типа [8, с. 47] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1
0 0 0 0

t

d t d d d
ω ω τ⎛ ⎞

τ τ τ = τ τ − τ σ σ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫X B X B X B  

 ( )( ) ( )1
t

d d
ω ω

τ

⎛ ⎞
+ τ σ σ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫X B . (9) 

Так как, согласно (5), ( )1det 0ω ≠�B , то на основе (8), (9) в силу (1) полу-
чим уравнение  

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
0 0

, ,
t

t G d d
τ⎧ ⎛ ⎞⎪= τ τ τ σ σ τ −⎜ ⎟⎨

⎪ ⎝ ⎠⎩
∫ ∫X X Y B  

( ) ( )( ) ( )1 1, ,
t

G d d
ω ω

τ

⎛ ⎞
− τ τ τ σ σ τ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫X Y B  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1
1 1 1 2 1 1

0

d
ω

−⎫⎪⎡ ⎤− τ τ τ + τ τ τ + τ τ + τ τ ω⎬⎣ ⎦ ⎪⎭
∫ �A X C X S X S Y F B .  (10) 

Аналогично  

( ) ( ) ( )( )2
0

, ,
t

t G
⎧⎪= τ τ τ⎨
⎪⎩
∫Y X Y ( )2

0

d d
τ⎛ ⎞

σ σ τ −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ B  

( ) ( )( ) ( )2 2, ,
t

G d d
ω ω

τ

⎛ ⎞
− τ τ τ σ σ τ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫X Y B  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1
2 2 1 2 2 2

0

d
ω

−⎫⎪⎡ ⎤− τ τ τ + τ τ τ + τ τ + τ τ ω⎬⎣ ⎦ ⎪⎭
∫ �A Y C Y P X P Y F B . (11) 

Несложно показать и обратное: всякое непрерывное решение системы 
матричных интегральных уравнений (10), (11) является решением задачи (1)–(4).  

Далее для исследования разрешимости системы уравнений (10), (11) за-
пишем её в операторной форме: 

 ( )1 ,=X X YL , (12) 

 ( )2 ,=Y X YL , (13) 

где ( )1,2i i =L  – соответствующие интегральные операторы в (10), (11), дейст-
вующие на множестве ( ), n n n nI × ××\ \^ . 

Установим, что из условий (6), (7) следует выполнение модификации [8, 
§ 3.4] обобщения [6, с. 94] принципа Банаха – Каччиопполи [5, c. 605] сжи-
мающих отображений на множестве ( ) ( )( ){ }1 2, : ,

C C
D t t= ≤ ρ ≤ ρ� X Y X Y . 
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Сначала покажем, что ( ) ( )( )1 2, , , D∈X Y X YL L � , если ( ), D∈X Y � . В (12), 
(13) выполним оценки по норме. Имеем последовательно  

( ) ( )1 1 1 1 1 1
0 0

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

d
τ⎧ ⎛ ⎞⎪≤ γ σ σ ⎡ τ τ τ + τ τ +⎜ ⎟⎨ ⎣

⎪ ⎝ ⎠⎩
∫ ∫�X Y B A X C X BL  

1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) d+ τ τ τ + τ τ τ + τ ⎤ τ +⎦X S X X S Y F  

( )1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

d
ω ω

τ

⎛ ⎞
+ σ σ ⎡ τ τ τ + τ τ +⎜ ⎟ ⎣

⎝ ⎠
∫ ∫ B A X C X B  

1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) d+ τ τ τ + τ τ τ + τ ⎤ τ +⎦X S X X S Y F  

1 1 1 2 1
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) d
ω ⎫⎪+ ⎡ τ τ τ + τ τ τ + τ τ τ + τ ⎤ τ ≤⎬⎣ ⎦

⎪⎭
∫ A X C X S X X S Y F

( ) 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1

0

t

c h d
⎧⎪ ⎡ ⎤≤ γ β τ α + β ρ + δ ρ + δ ρ ρ + τ +⎨ ⎣ ⎦⎪⎩
∫�  

( ) ( ) 2
1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1

t

c h d
ω

⎡ ⎤+ β ω − τ α + β ρ + δ ρ + δ ρ ρ + τ +⎣ ⎦∫  

2
1 1 1 1 1 2 1 2 1

0

c h d
ω ⎫⎪⎡ ⎤+ α ρ + δ ρ + δ ρ ρ + τ⎬⎣ ⎦ ⎪⎭
∫  ≤ 

( ){ 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1

1
2

c h⎡ ⎤≤ γ β α + β ρ + δ ρ + δ ρ ρ + ω +⎣ ⎦�  

 }2
1 1 1 1 1 2 1 2 1c h⎡ ⎤+ α ρ + δ ρ + δ ρ ρ + ω⎣ ⎦ . (14) 

Аналогичные оценки выполним для оператора 2L : 

( ) ( ){ 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 2 2

1,
2

c h⎡ ⎤≤ γ β α + β ρ + μ ρ + μ ρ ρ + ω +⎣ ⎦�X YL  

 }2
2 2 2 2 2 1 1 2 2c h⎡ ⎤+ α ρ + μ ρ + μ ρ ρ + ω⎣ ⎦ . (15) 

Из (14), (15) на основании условия (6) следуют соотношения 

 ( )1 1, C ≤ ρX YL , (16) 

 ( )2 2, C ≤ ρX YL . (17) 

Далее имеем оценки, характеризующие обобщенную сжимаемость опера-
торов 1L , 2L : 
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( ) ( ) ( ) 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2

1, , 2
2C

c⎧⎡− ≤ γ β α + β + δ ρ + δ ρ ω +⎨⎢⎣⎩
X Y X YL L� �� � � � �  

 ( ) 2
1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 1

12
2C C

c ⎫⎡ ⎤+ α + δ ρ + δ ρ ω − + β δ ρ ω + δ ρ ω −⎤ ⎬⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎭
� �� � � �X X Y Y , (18) 

( ) ( )2 2 2 1 2 2
1, , 1
2 CC

⎧ ⎛ ⎞− ≤ γ μ ρ ω β ω + − +⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩

� � �� � � � � ��X Y X Y X XL L  

 ( ) ( )2
2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2

1 2 2
2 C

c c ⎫⎡ ⎤+ β α + β + μ ρ + μ ρ ω + α + μ ρ + μ ρ ω − ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎭
�� �Y Y . (19) 

Запишем (18), (19) в матричном виде 

≤�K PK , 
где 

( ) ( )
( ) ( )

1 1

2 2

, ,

, ,

C

C

⎛ ⎞−⎜ ⎟=
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

X Y X Y
K

X Y X Y

L L

L L

� �� � � �
�

� �� � � �
, C

C

⎛ ⎞−⎜ ⎟=
⎜ ⎟−⎝ ⎠

X X
K

Y Y

�� �

�� �
. 

Используя условие (7), можно показать, что у положительной матрицы P  
характеристические числа расположены внутри единичного круга с центром в 
начале координат. Таким образом, на множестве D�  имеют место соотношения 
(16)–(19), являющиеся условием модификации обобщенного принципа сжи-
мающих отображений применительно к системе уравнений (12), (13). На осно-
вании этого заключаем, что решение ( )t=X X , ( )t=Y Y  этой системы на мно-
жестве D�  существует и единственно. В конечном итоге это означает, что зада-
ча (1)–(4) однозначно разрешима в области D . Теорема полностью доказана. 

Решение задачи (1)–(4) представимо в виде равномерно сходящейся по-
следовательности ( ) ( ){ }0

,k kt t
∞

X Y , определяемой рекуррентными интегральны-
ми соотношениями типа [7]. 
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