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Состояние зубчатых передач оценивается ве$
личиной износа рабочих поверхностей зубьев и
наличием единичных дефектов зубьев. Единичные
дефекты зубьев — это обломы, сколы, выкраши$
вания рабочих поверхностей зубчатых колес. По$
явление таких дефектов является признаком ско$
рого разрушения передачи, поскольку они
вызывают появление дополнительных динами$
ческих нагрузок, превосходящих рабочие в 2…3
раза [1]. При этом перегрузки могут не вызывать
непосредственно поломок деталей, но они суще$
ственно сказываются на их усталостной прочно$
сти и долговечности.

Изучению динамики зубчатых передач посвя$
щено множество работ отечественных и зарубеж$
ных ученых. Существуют два подхода в исследова$
нии динамических процессов в зубчатых передачах,
получивших название вибрационной и ударной
теорий динамики зубчатых передач. В соответствии
с вибрационной теорией, динамические нагрузки
возникают вследствие кинематических погрешно$
стей и изменения жесткости зубьев [2], а по удар$
ной теории они являются следствием удара зубьев
в моменты пересопряжения [3].

В зубчатой паре удар происходит при нару$
шении шага зацепления. В зависимости от раз$
ницы предельного отклонения шага зацепления
зубьев ведомого и ведущего колес различают
«кромочный» и «серединный» удар профилей зу$
бьев. Сила этих ударов при больших величинах
ошибок бывает значительной, и нагрузочная спо$
собность передачи вследствие этого использует$
ся не полностью, в ряде случаев даже меньше, чем
наполовину [4].

Процессы возникновения и проявления виб$
раций, возникающих в момент удара при работе
передачи, вызванных погрешностями изготовле$
ния и сборки зубчатых колес, достаточно полно
исследованы и описаны в работах М.Д. Генкина,
В.К. Гриневича, Э.Л. Айрапетова и др. Задача удар$
ного взаимодействия цилиндрических эвольвент$
ных зубчатых колес применительно к вибродиаг$
ностике, где в качестве диагностического сигнала
используют величину ударного импульса, решает$

ся в плане определения параметров ударных им$
пульсов (форма и время удара), что позволяет по$
высить информативность сигнала, снимаемого с
вибродатчика [5, 6].

Ударный импульс, вызванный изменением ки$
нетической энергии в зубчатом зацеплении при
прохождении единичного дефекта, характеризует
динамическую нагруженность зубьев, а не самого
привода. В этих исследованиях упругим элементом
представляется сам зуб, хотя жесткость валов са$
мого привода может быть гораздо меньше.

В отличие от редукторов, в приводе автомо$
биля — трансмиссии, жесткость зуба зубчатого ко$
леса, воспринимающего удар при прохождении
единичного дефекта, существенно выше жестко$
сти валов, на которых расположены зубчатые ко$
леса. Это несколько меняет картину нагружения
зубьев при прохождении дефекта. Применение
классической теории удара не позволяет решить
задачу оценки влияния величины и местораспо$
ложения дефекта на изменение динамической
нагруженности такого сложного привода, как
трансмиссия автомобиля.

На динамику работы привода влияет величи$
на кинематической неравномерности вращения
выходного вала. Во время прохождения зубчатым
колесом дефекта происходит резкое увеличение
скорости вращения ведущего колеса, т. к. к нему
подводится вращающий момент от двигателя, а
момент сопротивления становится равным нулю.
С другой стороны в этот период происходит за$
медление ведомого колеса, т. к. к нему момент со$
противления подводится, а ведущий момент ра$
вен нулю. При восстановлении кинематической
связи после прохождения дефекта, происходит
удар. Величина энергии удара зависит от разни$
цы скоростей ведомого и ведущего колес при их
соприкосновении, от величины передаваемого
момента, от накопленной кинетической энергии,
т. е. от моментов инерции вращающихся масс, свя$
занных с ведущей и ведомой частями привода.
Поэтому для оценки нагруженности привода при
наличии единичных дефектов зубчатых передач
необходимо создание динамической модели все$
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го привода, позволяющей определить их влияние
на различных режимах работы и оценить опас$
ность для дальнейшей эксплуатации.

Наличие единичных дефектов можно оценить
кинематической неравномерностью вращения вы$
ходного вала. Однако обнаружение факта наличия
дефекта зуба не является поводом для прекраще$
ния эксплуатации. Опасность дефекта определяет$
ся величиной и местом его расположения в кине$
матической цепи трансмиссии. От этих параметров
зависит дополнительная нагруженность трансмис$
сии при передаче вращающего момента [7].

Для исследования влияния величины и места
расположения дефекта на кинематическую нерав$
номерность вращения выходного вала необходи$
мо создать такую модель, которая позволила бы
моделировать различные виды дефектов зубьев
как на ведущем, так и на ведомом колесах и оце$
нивать их влияние на неравномерность вращения
выходного вала с учетом взаимодействия других
зубьев. Математически описать величину и кон$
фигурацию дефекта зуба достаточно сложно, по$
скольку его необходимо увязывать с модулем зуба,
числом зубьев, расположением его на ведущем
или ведомом колесах. Для приближения резуль$
татов математического и физического моделиро$
вания и визуализации этих исследований целесо$
образно создать анимационную модель, которая
позволила бы установить взаимосвязь между за$
даваемой величиной и конфигурацией дефекта,
его расположением на шестерне или колесе и их
влиянием на кинематическую неравномерность
вращения выходного вала.

Эту задачу решает созданная анимационная
модель, имитирующая вращение зубчатой пары
с различными дефектами зубьев. Главная форма
представляет собой изображение зубчатой пары,
при этом имеется возможность изменения коли$
чества зубьев, модуля и координат центра шестер$
ни. Профиль зуба представляет собой совокуп$
ность точек, соединенных отрезками. Эвольвенты
зуба описываются точками, координаты которых
вычисляются путем моделирования процесса зу$
бообработки реечным инструментом методом об$
ката. При этом размеры исходного производя$
щего контура рассчитываются в соответствии с
ГОСТ 9587$81. Полученные координаты точек
контура зуба последовательно нумеруются и за$
поминаются программой (рисунок 1 а). При та$
ком подходе к моделированию профиля зуба
имеется возможность, изменяя координаты то$
чек выбранного зуба на шестерне или на колесе
перемещать их по вертикали и горизонтали,
формируя требуемую конфигурацию дефекта
зуба (см. рисунок 1 б).

Приняв заданное изображение дефекта, зада$
ется максимальное значение угла поворота шестер$
ни и шаг поворота, на который можно поворачи$
вать изображение одним кликом мышки. Процесс

визуализации вращения зубчатой пары с дефектом
зуба можно осуществлять и в непрерывном режи$
ме с различной скоростью.

Особенностью данной модели является то, что
перемещение ведомого колеса осуществляется пу$
тем обкатки поверхностей сопрягаемых профилей
зубьев, позволяющей обкатывать и контур дефек$
та, переводя его в угол поворота ведомого зубча$
того колеса. Приняв за максимальный дефект об$
лом одного зуба, разница ∆ϕ фактического угла
поворота зубчатого колеса с теоретическим углом
поворота будет существенно меньше самого де$
фекта, поскольку по условию непрерывности и
плавности хода передачи коэффициент торцово$
го перекрытия больше единицы (рисунок 2).

При вращении колес линия контакта зубьев
перемещается по длине активной линии зацеп$
ления g

a
 (рисунок 3 а). Пусть линия контакта 1

первой пары зубьев находится в начале поля за$
цепления, тогда при p

b
 < g

a
 в поле зацепления на$

ходится еще и линия контакта 2 второй пары
зубьев. В процессе вращения колес линии 1 и 2
перемещаются в направлении, указанном стрел$
кой. Когда вторая пара придет на границу поля 2/,
первая пара займет положение 1/. При дальней$
шем движении на участке 1/…2 зацепляется толь$

Рисунок 1 — Моделирование профиля зуба:
а — профиль зуба без дефекта; б — формирование

конфигурации дефекта зуба

а

б

ISSN 1995�0470. МЕХАНИКА МАШИН, МЕХАНИЗМОВ И МАТЕРИАЛОВ. 2013. № 3 (24)



35

ко одна пара зубьев. Однопарное зацепление про$
должается до тех пор, пока пара 1 не займет по$
ложение 2. В этот момент в зацепление вступит
следующая пара зубьев и снова начнется двухпар$
ное зацепление [8].

Дефект  будет проявляться только в зоне од$
нопарного зацепления, которая располагается по$
середине зуба или в районе полюса зацепления. В
зоне однопарного зацепления зуб передает пол$
ную нагрузку F

п
, а в зонах двухпарного — полови$

ну (см. рисунок 3 б). Величину этой зоны, а зна$
чит и максимального дефекта, можно определить
из анимационной модели, приняв соответствую$
щую конфигурацию дефекта или рассчитать гра$
фоаналитически.

Величину дефекта зубчатого колеса целесооб$
разно задавать в долях от толщины зуба по посто$
янной хорде s

c
 и приводить к углу поворота веду$

щего вала привода ∆ϕ
1
, что позволит исследовать

влияние величины и принадлежности дефекта на
изменение нагруженности привода на математи$
ческой модели.

Оценка величины дефекта основана на отсле$
живании относительного угла поворота ∆ϕ одного
зубчатого колеса по отношению к другому, а место
расположения дефекта — по периоду его повтор$
ного появления и сопоставления с периодом об$
катки того или иного колеса, находящегося в том
или ином месте кинематической цепи передачи.

В момент прохождение дефекта кинематичес$
кая связь между ведомым и ведущим колесами

нарушается. Рассматривая движение колес без
учета динамики видно, что при прохождении де$
фекта ведомое колесо вначале останавливается,
т. к. подвод вращающего момента прекращает$
ся, а затем восстановление кинематической свя$
зи сопровождается ускоренным движением ведо$
мого колеса, инициированное последующей
парой зубьев. Причем величина дефекта ∆ϕ в од$
ной паре зубчатых колес не зависит от места его
нахождения — на ведомом или ведущем колесе,
отличие наблюдается только в периоде T  повтор$
ного появления. На шестерне появление дефек$
та наблюдается чаще, а на колесе в u раз реже,
где u = z

2
 / z

1
 — передаточное число:

Изучение влияния величин дефектов и места
их расположения на динамическую нагружен$
ность привода осуществлялось на динамической
модели типового привода. Типовой привод, на$
пример трансмиссия автомобиля, является дина$
мической системой с сосредоточенными парамет$
рами. Основанием для дискретизации является то,
что крутильные колебания в трансмиссии имеют
выраженный дискретный спектр собственных ча$
стот в диапазоне до 300 Гц. В системах, приве$
денных к дискретному виду, массы сосредоточе$
ны и обладают только инерционностью. Участки
системы, связывающие массы, имеют вид упру$
гих элементов, которые характеризуются опре$
деленной жесткостью, а затухание колебаний —
демпфированием или рассеянием энергии коле$
баний. При изучении кратковременных переход$
ных процессов, рассеивания энергии, вызывае$
мые гистерезисными потерями в материале
деталей, зубчатых, шлицевых соединениях, опо$
рах валов, сказывающееся на затухании колеба$
ний, можно не учитывать [9, 10].

С учетом вышеизложенного, динамическая
модель имеет вид, представленный на рисунке 4.
В состав динамической модели входит силовая ус$
тановка, подводящая вращающий момент М

0
,

фрикционный элемент разъединения привода ФЭ,
трансформаторные элементы ТЭ1 и ТЭ2 с переда$
точными числами U1 и U2, в которых задается оп$
ределенная величина дефекта. С трансформаторны$
ми элементами, отображающими безинерционные

Рисунок 2 — Обкатка максимального дефекта зуба

а   б

Рисунок 3 — Изменение нагрузки по профилю зуба:
а — поле зацепления зуба; б — распределение нагрузки

по высоте зуба Рисунок 4 — Динамическая модель типового привода
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преобразования параметров потока энергии, связа$
ны ведущие и ведомые элементы привода, характе$
ризуемые определенной величиной моментов инер$
ции J

i
, способных накапливать кинетическую

энергию: нулевая сосредоточенная масса c момен$
том инерции J

0
 отображает инерционные свойства

вращающихся масс приводного двигателя и кине$
матически связанных с ним деталей привода; пер$
вая сосредоточенная масса с моментом инерции J

1

учитывает моменты инерции вращающихся масс
(валов и зубчатых колес), приведенных к первич$
ному валу привода после фрикционного элемента
(при включенном фрикционном элементе ФЭ J

0

объединяется с J
1
); вторая сосредоточенная масса

с моментом инерции J
2
 — учитывает моменты

инерции элементов привода, связанных с выход$
ным валом привода. Внешнее воздействие на сис$
тему представлено вращающим моментом М

с
, ото$

бражающим воздействие со стороны полезного
сопротивления привода [11].

Математическое представление динамической
модели переменной структуры с сосредоточенны$
ми параметрами выражено системой обыкновен$
ных дифференциальных уравнений, составленных
на основе уравнения Лагранжа второго рода

где  — ускорение инерционной массы
приводного двигателя, ведущего зубчатого колеса
и ведомой части привода соответственно, рад/с2;

 — угловые скорости инерционной мас$
сы приводного двигателя, ведущей и ведомой час$
тей привода, рад/с; ϕ

0
, ϕ

1
, ϕ

2
 — углы поворота инер$

ционной массы приводного двигателя, ведущего и
ведомого валов привода, рад; М

д
 — вращающий

момент приводного двигателя, Нм; М
с
 — момент

сопротивления движению привода, Нм; М
Ф

 — мо$
мент, создаваемый фрикционом, Нм; c

2
 — коэф$

фициент жесткости, приведенный к ведомому валу
привода, Нм/рад; µ

2
 — коэффициент демпфирова$

ния ведомой части привода, Нмс/рад; L
0
 — диск$

ретная функция состояния, характеризующая состо$
яние фрикционного элемента, L

0
 = 0 — фрикцион

буксует, L
0
 = 1 — фрикцион замкнут; L

1
 — дискрет$

ная функция состояния, характеризующая наличие
кинематической связи между ведущим и ведомым
зубчатым колесом. При наличии кинематической
связи между ведущим и ведомым валами L

1
 = 1, а

при нарушении кинематической связи в момент
прохождения дефекта L

1
 = 0.

Дискретные функции состояния L
i
 позволя$

ют использовать одну и ту же математическую
модель при изменяющихся условиях, исключая
из структуры те или иные слагаемые в системе
дифференциальных уравнениях, а не создавать
свои модели для замкнутой и разомкнутой кине$
матической цепи при прохождении единичного
дефекта зуба или при отключении фрикционным
элементом сцепления подвода вращающего мо$
мента со стороны двигателя.

Приняв параметры привода автомобиля ГАЗ$
3307 определяем максимальную величину дефек$
та в долях от толщины зуба по постоянной хорде,
приведенной к углу поворота ведущего вала при$
вода. Учитывая, что из$за коэффициента перекры$
тия зубчатого зацепления выломанный зуб вызы$
вает кинематическую неравномерность вращения
аналогичную дефекту зуба, равную 0,3 от толщи$
ны зуба по постоянной хорде s

c
, его и принимаем

за максимальный дефект.
Оценка влияния максимальной величины де$

фекта на динамическую нагруженность привода
проводилась на представленной выше математи$
ческой модели. Дефект располагали в зубчатой паре
с передаточным числом u

1
 = 2,53, затем в зубчатой

паре с передаточным числом u = u
1
 × u

2
 = 6,55

(см. рисунок 4). Передаваемый момент при этом
изменялся в зависимости от имитируемых дорож$
ных условий. Изменения момента в приводе при
ударе, сопровождаемом прохождение дефекта зуба,
зависит от разности ускорений инерционных эле$
ментов, возникшей от разгона ведущей части зуб$
чатого колеса при мгновенном снятии нагрузки и
от замедления ведомой, при пропадании ведущего
момента и действия только момента сопротивле$
ния. Характер изменения ускорения приводной
шестерни с максимальным дефектом зуба при уг$
ловой скорости 20 рад/с на первой ступени короб$
ки передач при нагружении моментом сопротив$
ления М

с
 = 57 Нм, характерном для движения

полностью груженого автомобиля по грунтовой до$
роге, приведен на рисунке 5.

В момент разрыва кинематической связи с ве$
домым звеном ведущее звено ускоряется, что соот$
ветствует пикам графика на рисунке 5. Затем про$
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исходит удар и восстановление кинематической свя$
зи с резким замедлением ведущего звена. Посколь$
ку в приводе имеется упругий элемент, то в динами$
ческой системе происходят колебания, а благодаря
демпфированию эти колебания затухают.

При увеличении угловой скорости входного
вала ускорения, а, следовательно, и максимальные
моменты, казалось бы должны возрастать, однако
с возрастанием угловой скорости динамическая
нагруженность привода уменьшается (рисунок 6).
Так, при угловой скорости входного вала 20 рад/с
динамическая нагруженность привода по сравне$
нию с величиной передаваемого момента возросла
в 1,45 раза, а при 180 рад/с только в 1,05 раза.

Эта зависимость нелинейная и объясняется
тем, что вращающиеся массы привода с увеличе$

нием угловой скорости накапливают большую ки$
нетическую энергию, пропорциональную квадра$
ту угловой скорости, и в меньшей степени реаги$
руют на возмущения при прохождении дефекта,
продолжая свое движение за счет сил инерции.

Величина динамической нагруженности при$
вода зависит не только от величины дефекта, но и
места его расположения в кинематической цепи.
На рисунке 7 показано изменение момента в упру$
гом элементе привода в зависимости от величины
дефекта зуба колеса, расположенного на входном
валу зубчатой пары ТЭ1, передаточное число ко$
торой u

1
 = 2,53, и зубчатом колесе пары ТЭ2, когда

общее передаточное число u = u
1
 × u

2
 = 6,55 при

работе в одинаковых условиях нагружения момен$
том сопротивления М

с
 = 57 Нм с угловой скорос$

тью входного вала 100 рад/с.
При анализе графика можно сделать вывод, что

наличие единичного дефекта максимальной вели$
чины на зубчатом колесе пары наиболее удаленной
от первичного вала, увеличивает нагруженность
привода в 1,1 раза по сравнению с установившим$
ся режимом движения, тогда как дефект колеса
ближней пары — в 1,03 раза. Это соотношение
справедливо для различной величины передавае$
мого момента.

Наличие дефекта в кинематической цепи при$
вода будет по$разному влиять на динамическую
нагруженность в зависимости от типа привода.
Если это станочный привод с короткими жестки$
ми валами и высокомодульными массивными зуб$
чатыми колесами, то динамическая нагружен$
ность привода при одной и той же величине
дефекта, будет отличаться от динамической нагру$
женности привода автомобиля, содержащего в
своем составе упругие элементы (торсионные
валы или упругие муфты).

Таким образом, при рассмотрении динамичес$
кой нагруженности отдельно взятого зубчатого за$
цепления вне привода, результаты расчета нагру$
женности зубьев будут менее точны, чем при
рассмотрении этого зацепления в составе привода
[12]. При этом важно отметить, что даже такой
опасный для дальнейшей эксплуатации дефект, как
облом зуба, не вызывает резких внешних проявле$

Рисунок 5 — Ускорение приводной шестерни
при наличии дефекта 0,3s

c

Рисунок 6 — Изменение нагруженности привода
в зависимости от скорости работы привода при наличии дефекта

зуба в зацеплении u = 6,55:
а — при ω = 20 рад/с; б — при ω = 40 рад/с; в — при ω = 60 рад/с;
г — при ω = 100 рад/с; д — при ω = 140 рад/с; е — при ω = 180 рад/с

Рисунок 7 — Изменение нагруженности привода в зависимости от
величины и принадлежности дефекта: а — дефект зубчатого колеса

пары с u
1
 = 2,53; б — дефект зубчатого колеса пары с u = 6,55
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ний, способствующих однозначной идентифика$
ции такого дефекта. Это необходимо учитывать при
разработке систем диагностики зубчатых передач
различных приводов машин.
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