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GEARING PARTS WITH MULTI-PERIOD TRACKS 

 
 
Аннотация 
Представлена методика расчета точности обработки деталей с многопериодными дорожками пла-

нетарных шариковых и роликовых передач, позволяющая рассчитать наиболее значимые элементарные 
погрешности, определить суммарную погрешность обработки, провести гармонический анализ функции 
накопленной погрешности шага многопериодной дорожки, оценить погрешность формы ее профиля. 

Ключевые слова:  
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Abstract 
The methods of calculating the machining accuracy of parts of planetary ball and roller gearings having 

multi-period tracks are presented, which allow calculating the most important elementary inaccuracies, 
determining overall machining errors, performing harmonic analysis of the function of accumulated inaccuracy 
of the pitch of the multi-period track, estimating the inaccuracy of its profile form. 

Key words:  
machining accuracy, elementary inaccuracies, harmonic analysis, accumulated pitch inaccuracy. 
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Современная промышленность 

нуждается в малогабаритных механиче-
ских приводах, имеющих большие пе-
редаточные отношения. Приводы, раз-
работанные на основе зубчатых пере-
дач, не всегда могут отвечать требова-
ниям обеспечения низких массогаба-
ритных показателей, приемлемой стои-
мости и невысокой трудоемкости изго-
товления. Поэтому в настоящее время 
все больше используют в приводах об-
щего машиностроения малогабаритные 
передачи, например, такие как плане-
тарные шариковые или роликовые.  

Обладая такими достоинствами, 
как обеспечение больших передаточных 
отношений в одной ступени, малыми 

габаритами, невысокой стоимостью, эти 
передачи имеют такие недостатки, как 
низкий ресурс работы и невысокая на-
дежность, что в наибольшей степени 
связано с низкой точностью их изготов-
ления.  

Поэтому с целью повышения на-
дежности и долговечности этих передач 
применяются методы оценки точности 
обработки основных деталей с многопе-
риодными дорожками, разрабатываются 
технологии изготовления основных де-
талей, технологии обработки этих дета-
лей на отделочных операциях и методы 
их контроля.  

В планетарной шариковой или ро-
ликовой передаче [1] зацепление осу-
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ществляется перемещением сателлита 
(шарика или ролика) по многопериод-
ной дорожке диска, которая образована 
фрезой, перемещающейся по периоди-
ческой кривой, замкнутой на плоскости, 
описываемой уравнением смещенной 
окружности 
 

,cossin 22
222 ϕϕρ zAzAR +−=    (1) 

где А – амплитуда периодической кри-
вой; R – радиус средней окружности;             
z2 – число периодов. 

Многопериодная дорожка может 
быть образована замкнутой на плоско-
сти синусоидой, которая в полярных 
координатах имеет вид: 

 
)sin1( 20 ϕρ zAR ++= ,     (2) 

где R0 – минимальный радиус; A – ам-
плитуда периодической дорожки; z2 – 
число периодов дорожки. 

В прямоугольных координатах 
уравнения периодической дорожки, 
замкнутой на плоскости синусоиды, 
имеют вид:  

 
ϕϕ sin))sin1(( 20 zARy ++= ;    (3) 

ϕϕ cos))sin1(( 20 zARx ++= .    (4) 

На рис. 1 показана 3D-модель дис-
ка с многопериодной дорожкой. На                       
рис. 2 показаны геометрические парамет-
ры многопериодной дорожки с числом 
периодов z2 = 10, амплитудой А = 10 мм, 
средним радиусом R = 60 мм, угловым 
шагом φн = 360/z2. 

 

 
 Рис. 1.  Диск с многопериодной дорожкой  

 

 
 

Рис. 2. Геометрические параметры многопериодной дорожки  
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Для обеспечения точности изго-
товления деталей с многопериодными 
дорожками использована методика рас-
чета суммарной погрешности обработ-
ки, которая позволяет определить и рас-
считать основные погрешности при об-
работке дисков, а также управлять эти-
ми погрешностями на стадии проекти-
рования технологических операций.  

Исследуемый параметр детали 
представляет собой функцию несколь-
ких переменных Y = f (X1, X2, X3, …, Xn). 
Для расчета абсолютной погрешности 
выходного параметра используем вы-
ражение [2]  

 

∑
=

Δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=Δ
n

i
i

Xi
i

X
fY

1

,             (5) 

где ∆i – абсолютная погрешность пара-
метров функции; iX  – индексы при ча-
стных производных.  

Значения производных при Xi рав-
ны среднему значению iX  (идеальному, 
номинальному значению). Отношение 
∂f / ∂Xi = Si – это абсолютная чувстви-
тельность функции к изменению пара-
метра или передаточное отношение.  

Используя вероятностный метод 
расчета, рассмотрим погрешности как 
случайные величины. Суммарная по-
грешность обработки профиля многопе-
риодной дорожки состоит из элемен-
тарных случайных погрешностей. Сум-
марную погрешность можно определить 
по формуле  

 

∑
=

Σ Δ=Δ
n

i
iiiSK

K 1

2)(1  ,        (6) 

где Δi – элементарные погрешности об-
работки случайного характера; Кi – ко-
эффициент относительного рассеяния, 
характеризующий отношение поля рас-
сеяния погрешности при нормальном 
законе распределения к действительно-
му полю рассеяния.  

Коэффициент 1/K принимается в 
зависимости от заданной гарантирован-

ной надежности.  
На точность формообразования 

многопериодной дорожки в наибольшей 
степени будут влиять погрешности ба-
зирования дисков в приспособлении, 
погрешности от износа фрезы и неточ-
ности станков с ЧПУ, на которых про-
водится обработка.  

При определении погрешности ба-
зирования возьмем за основу методику, 
согласно которой обрабатываемая по-
верхность будет смещена и повернута 
относительно выбранной системы коор-
динат [3, 4]. При расчете  погрешностей 
и определении координат точек обраба-
тываемых поверхностей будем рассмат-
ривать систему координат станка x0 y0 z0 
и систему координат детали X1 Y1 Z1. 
 Если деталь повернута и смещена 
относительно системы координат X0 Y0 Z0 
и известны координаты любой точки 
детали в системе X1 Y1 Z1, то координа-
ты детали в системе X0 Y0 Z0 определя-
ются вектором εд.ст. смещений и векто-
ром σ(φ, ψ, θ) по формуле  

 

0

0

0

1

1

1

дz

дy

дx

z

y

x

ε

ε
ε

π=

Δ

Δ
Δ

,                 (7) 

где εд.ст.(εдx0, εдy0, εдz0) – вектор смеще-
ний детали относительно системы коор-
динат станка; π  – матрица преобразо-
вания пространства, состоящего в его 
последовательных поворотах на углы  
ϕ , ψ  и θ  вокруг координатных осей X0, 
Y0  и Z 0   соответственно. 

Вектор смещений можно предста-
вить векторной суммой, т. е.  

εд.ст. = εп.ст. + εд.п. ,            (8) 

где εп.ст.(εпx0, εпy0, εпz0) – вектор смещений 
приспособления относительно системы 
координат станка; εд.п.(εдx, εдy, εдz) – вектор 
смещений детали относительно системы 
координат приспособления.  
 Приведенную векторную сумму 
смещения детали можно представить в 
координатной форме:  
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дxпxдx εεε += 00 ;                     (9) 

дyпyдy εεε += 00 ;                   (10) 

дzпzдz εεε += 00 .                    (11)  

 Каждое из слагаемых εдx, εдy, εдz в 
уравнениях (9)…(11) содержит состав-
ляющую погрешности базирования, 
обусловленную несовпадением техно-
логической и измерительной баз детали, 
а также составляющую этой погрешно-
сти, связанную с относительным сме-

щением технологической базы в на-
правлении выполняемого размера 
вследствие имеющих место погрешно-
стей ее формы. 

Углы поворота ϕ , ψ  и θ  опреде-
ляются на основе погрешностей формы 
и расположения поверхностей заготовки 
и приспособления, использующихся в 
качестве технологических баз на рас-
сматриваемой операции. 

Матрица π  имеет вид:  

 

.
coscoscossinsin

cossinsinsincoscoscossinsinsinsincos
sinsincossincossincoscossinsincoscos

ψϕψϕψ
θϕθψϕψϕθψϕθψ
θϕθψϕθϕθψϕθψ

π
−

++−−
+−+

=    (12) 

 
 Она характеризуется малыми зна-
чениями углов поворота. Исключая из 
матрицы малые величины высших по-
рядков малости, произведение синусов, 
получим 

.
1

1
1

ϕψ
ϕθ
ψθ

π
−

−
−

=               (13) 

 Выполнив формальные преобразо-
вания, получим формулы для расчета 
погрешностей базирования диска в на-
правлении осей X1 Y1 Z1: 
 

∆x1 = εx0 + εy0γ – εz0β ;          (14) 

∆y1 = εy0 + εx0γ + εz0α ;          (15) 

∆z1 = εz0 + εx0β – εy0α .          (16) 

Можно решить и обратную задачу. 
Если, например, известны погрешности 
размеров детали в направлении осей X1, 
Y1 и Z1, а также погрешности углового 
расположения обрабатываемых поверх-
ностей относительно системы коорди-
нат станка, то можно определить допус-
тимые смещения заготовки при ее бази-
ровании в направлениях X0, Y0 и Z0, при 
которых достигается заданная точность 
обработки. Расчет этих смещений сле-
дует вести по формуле 

 

1

1

1

0

0

0

z

y

x
T

дz

дy

дx

Δ

Δ
Δ

= π

ε

ε
ε

,                (17) 

где Tπ  – транспонированная матрица 
преобразования пространства X1Y1Z1, 
состоящего в его поворотах вокруг осей 
X0, Y0 и Z0 на углы, определяемые век-
тором σ. 

Выполнив формальные преобразо-
вания в соответствии с формулой (17), 
получим формулы для расчета погреш-
ностей базирования в направлениях 
осей X0, Y0, Z0: 

 
εдx0 = ∆x1 – ∆y1θ + ∆z1ψ;         (18) 

εдy0 = ∆y1 + ∆x1θ – ∆z1φ;          (19) 

 εдz0 = ∆z1 – ∆x1ψ + ∆y1φ.         (20) 

Обработка дорожки выполняется 
фрезерованием на станках с ЧПУ кон-
цевой фрезой. Погрешность ширины 
канавки в основном зависит от система-
тических погрешностей, связанных с 
режущим инструментом. Эту погреш-
ность можно рассчитать по формуле  

 

..брТиh n Δ−Δ−⋅Δ=Δ ,       (21) 
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где Δи – износ фрезы при обработке од-
ной детали; n – число деталей, обрабо-
танных с одной заточки фрезы; ΔТ – 
увеличение диаметра фрезы из-за теп-
ловых деформаций; Δр.б. – радиальное 
биение фрезы.  

Ширину многопериодной дорожки 
уменьшает погрешность от износа фре-
зы, а нагрев и радиальное биение фрезы  
ее увеличивают.  
 Износ фрезы и путь резания опре-
делим по формулам [2]: 
 

1000
0Lu

и =Δ  ;                   (22) 

01000S
DlL π

= ,                  (23) 

где L – путь резания; u0 – удельный из-
нос; l – длина фрезерования; S0 – подача 
на оборот; D – диаметр фрезы.  
 Длину фрезерования l определим 
следующим образом. Разобьем перио-
дическую кривую многопериодной до-
рожки, по которой будет перемещаться 
ось фрезы на большое число дуг с рав-
ным угловым шагом. Соединив концы 
этих дуг, получим отрезки (хорды). Ес-
ли принять большое число таких отрез-
ков по всей периодической кривой и их 
сложить, то с заданной небольшой по-
грешностью можно получить длину ду-
ги многопериодной кривой, которая и 
будет длиной фрезерования. Длина дуги 
периодической кривой была получена с 
помощью ПК. При этом кривая была 
разбита на такое количество хорд, что 
каждой хорде соответствовал угол, рав-
ный одной угловой секунде. При этом 
погрешность расчета длины дуги пе-
риодической кривой составила не более 
0,001 мм.  
 Таким образом, путь резания мож-
но определить по формулам: 
 

2
1

2
1 )()( −− −+−= iiiij yyxxd  ; (24) 

∑
=

=
n

j
jdl

1
,                      (25) 

где dj – длина хорд, полученных разбие-
нием периодической кривой; xi, xi-1, yi, 
yi-1 – координаты начала и конца каждой 
хорды периодической кривой; n – число 
хорд.  
 Приняв допустимую погрешность 
Δhдоп обработки, равную допуску на ши-
рину многопериодной дорожки из фор-
мулы (21), найдем число деталей, кото-
рые можно обработать с одной заточки 
фрезы:  

и

брThдопn
Δ

Δ+Δ+Δ
= ..  .           (26) 

 На точность обработки профиля 
многопериодной дорожки также влияют 
элементарные погрешности, возникаю-
щие при контурной обработке на стан-
ках с ЧПУ. Суммарную погрешность, 
учитывающую погрешности станков с 
ЧПУ, можно найти по формуле, исполь-
зуя методику [2]: 
 

2 2 2
1 2 3

2 2
4 5

( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ,

пр поз ут

ро Т

K K K

K K K

δ δ δ
δ

δ δ
∑

+ + +
=

+ +
(27) 

где δпр − погрешность программирова-
ния; δпоз − погрешность позиционирова-
ния; δут − погрешность от упругих де-
формаций технологической системы;            
δро − радиальное и осевое биения инст-
румента, установленного в шпинделе 
станка; δТ − погрешность от темпера-
турных деформаций технологической 
системы; K1, K2, K3, K4, K5 – коэффици-
енты относительного рассеяния, харак-
теризующие отношение поля рассеяния 
погрешности при нормальном законе 
распределения к действительному полю 
рассеяния; 1/K – коэффициент, коррек-
тирующий суммарную погрешность для 
заданной гарантированной надежности.  

При экспериментальной оценке 
точности изготовления дорожки приме-
нялись косвенные методы измерений, так 
как профиль дорожки имеет сложную 
геометрическую форму и в настоящее 
время не разработаны средства контроля 
ее профиля. Поэтому отклонение дейст-
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вительного профиля от номинального 
оценивали измерением накопленного ша-
га на специальной установке. 

На рис. 3 представлен график на-
копленной погрешности углового шага 
Fp, измеренного по пяти окружностям 
внешней поверхности дорожки диска с 
z2 = 13 и рассчитанного по формуле  

 
Fp = ϕд – ϕн,                    (28) 

где ϕд – действительный накопленный 
угловой шаг; ϕн – номинальный накоп-
ленный угловой шаг.  

Значения накопленной погрешно-
сти шага составили 20…25 угловых ми-
нут или 0,21…0,26 мм в линейных ве-
личинах, если средний радиус дорожки 
R = 60 мм. Эти значения характеризуют 
погрешности профиля дорожки после 
обработки.  

 
Рис. 3. Графики накопленной погрешности шага многопериодной дорожки  
 

При гармоническом анализе функ-
цию накопленной погрешности шага 
можно представить в виде ряда Фурье  

 

,sincos2/)(
1

0 ∑
∞

=

++=
k

kk kbkaaF ϕϕϕ (29) 

где a0/2 – нулевой член разложения;                   
ak, bk − коэффициенты ряда Фурье;                
k – порядковый номер гармонической 
составляющей. 

Ряд (17) можно представить также 
в виде 

∑
=

++=
n

k
kk kccF

1
0 ),sin(2/)( ϕϕϕ  (30) 

где ck − амплитуда k-й гармоники; ϕk − 
начальная фаза; n – принятое число 
членов разложения функции F(ϕ).  

В результате гармонического ана-
лиза получены спектры амплитуд гар-

монических составляющих накопленной 
погрешности шага, по которым можно 
определить элементарные погрешности. 
Так, первая гармоника спектра имеет 
наибольшую амплитуду, на графиках 
выделяется однопериодная синусоида, 
что характеризует погрешность, вы-
званную смещением оси диска при его 
базировании относительно оси приспо-
собления. В спектре амплитуд вторая, 
третья и последующие гармоники ха-
рактеризуют отклонение формы обра-
ботанного профиля. При этом появляет-
ся овальность и огранка в поперечном 
сечении многопериодной дорожки.  

 
Выводы 

Разработанная методика расчета 
точности обработки многопериодных 
дорожек позволяет рассчитать наиболее 
значимые погрешности, возникающие 
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при изготовлении дорожек, определить 
суммарную погрешность обработки до-
рожки и провести гармонический ана-

лиз функции накопленной погрешности 
шага, чтобы оценить погрешность фор-
мы ее профиля.   
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