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где 𝑃 (𝑡) = 𝑃ev(𝑡) + 𝑃od(𝑡), 𝑃ev(𝑡) =

(︂
𝑏1(𝑡) 𝑏2(𝑡)
𝑏3(𝑡) 𝑏4(𝑡)

)︂
, 𝑃od(𝑡) =

(︂
𝛽1(𝑡) 𝛽2(𝑡)
𝛽3(𝑡) 𝛽4(𝑡)

)︂
– чет-

ная и нечетная матрицы соответственно, причем функции 𝑏𝑖(𝑡), 𝛽𝑖(𝑡) являются 2𝜔-
периодическими и непрерывными при 𝑡 ∈ R, 𝑖 = 1, 𝑛.

Теорема. Пусть 𝑟 = 𝑟(𝑡), 𝜓 = 𝜓(𝑡) – дифференцируемые при 𝑡 ∈ R функции,
причем функция 𝜓 является 2𝜔-периодической, а 𝑟(𝑡) ̸= 0 ∀𝑡 ∈ R. Пусть также
имеют место соотношения

𝑏1
𝑑

𝑑𝑡
(𝑟2) = 𝑏3𝛽3𝑟

4 + (𝑏2𝛽3 + 𝑏3𝛽2 + 2𝑏1(𝛽1 − 𝛽4))𝑟
2 + 𝑏2𝛽2,

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝑟𝑏3 −

𝑏2
𝑟
,

2𝑟𝑏1 cos𝜙+ (𝑟2𝛽3 + 𝛽2) sin𝜙 = 0,

где 𝜙 = 𝜙(𝑡) =
𝑚

𝑛

𝜋

𝜔
𝑡 + 𝜓(𝑡), 𝑚/𝑛 – несократимая рациональная дробь (𝑚 ∈ Z, 𝑛 ∈

∈ N).
Тогда все решения системы (1) являются 2𝜔-периодическими.
Доказательство теоремы осуществляется с помощью теории отражающей функции

(см. [1, 2]) и основано на том, что при указанных условиях отражающая матрица
системы (1) имеет вид

𝐹 (𝑡) =

(︂
cos𝜙 𝑟 sin𝜙

−𝑟−1 sin𝜙 cos𝜙

)︂
.
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Рассматривается краевая задача

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑋 +𝑋𝐵(𝑡) +𝑄1(𝑡)𝑋𝑄2(𝑡)𝑋𝑄3(𝑡) + 𝐹 (𝑡,𝑋) ≡ 𝐺(𝑡,𝑋), (1)

𝑋(0) = 𝑋(𝜔), (2)

где 𝑋 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑡 ∈ 𝐼, 𝐴,𝐵,𝑄𝑖 ∈ C(𝐼,R𝑛×𝑛) (𝑖 = 1, 2, 3), 𝐹 ∈ C(𝐷𝜌,R𝑛×𝑛). Пред-
полагается, что матрица-функция 𝐹 (𝑡,𝑋) в области 𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 𝑡 ∈ 𝐼, ‖𝑋‖ < 𝜌}
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удовлетворяет относительно 𝑋 условию Липшица (локально), 𝐹 (𝑡, 0) ̸≡ 0, 𝐼 = [0, 𝜔],
𝜔 > 0, 0 < 𝜌 6 ∞.

В работе на основе подхода [1] получены конструктивные достаточные условия од-
нозначной разрешимости периодической краевой задачи для матричного дифферен-
циального уравнения Ляпунова–Риккати и априорная оценка области локализации
решения. Дан итерационный алгоритм построения решения, основанный на вычисли-
тельной схеме классического метода последовательных приближений. Эти результаты
обобщают и развивают [2–4].

Обозначения:

𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 𝑡 ∈ 𝐼, ‖𝑋‖ 6 𝜌}, 𝐷 = {𝑋(𝑡) : ‖𝑋‖C 6 𝜌},

𝐴(𝜔) =

𝜔∫︁
0

𝐴(𝜏) 𝑑𝜏, 𝛾 = ‖𝐴−1(𝜔)‖, 𝛼 = max
𝑡

‖𝐴(𝑡)‖,

𝛽 = max
𝑡

‖𝐵(𝑡)‖, 𝛿𝑖 = max ‖𝑄𝑖(𝑡)‖ (𝑖 = 1, 2, 3), ℎ = max ‖𝐹 (𝑡, 0)‖,

𝜙(𝜌) = 𝛾𝛿𝜔

(︂
1 +

1

2
𝛼𝜔

)︂
𝜌2 + 𝛾𝜔

[︂
𝛽 + 𝐿+

1

2
𝛼𝜔(𝛼 + 𝛽 + 𝐿)

]︂
𝜌+ 𝛾𝜔ℎ

(︂
1 +

1

2
𝛼𝜔

)︂
,

𝑞(𝜌) = 𝛾𝛿𝜔(𝛼𝜔 + 2)𝜌+
1

2
𝛾𝛼𝜔2(𝛼 + 𝛽 + 𝐿), ‖𝑋‖C = max

𝑡
‖𝑋(𝑡)‖,

где 0 < 𝜌 < 𝜌, 𝑡 ∈ 𝐼, 𝛿 = 𝛿1𝛿2𝛿3, 𝐿 = 𝐿(𝜌) > 0 – постоянная Липшица для 𝐹 (𝑡,𝑋) в
области 𝐷𝜌, ‖ · ‖ – фиксированная норма матриц в конечномерной банаховой алгебре
B(𝑛) непрерывных матриц-функций, например, любая из норм, приведенных в [5,
с. 21].

Теорема. Пусть выполнены следующие условия: det𝐴(𝜔) ̸= 0, 𝜙(𝜌) 6 𝜌, 𝑞(𝜌) <
< 1. Тогда в области 𝐷𝜌 решение задачи (1), (2) существует и единственно.

Для построения решения задачи (1), (2) разработан алгоритм

𝑋𝑘+1(𝑡) = 𝐴−1(𝜔)

{︂ 𝑡∫︁
0

(︂ 𝜏∫︁
0

𝐴(𝜎) 𝑑𝜎

)︂
𝐺(𝜏,𝑋𝑘(𝜏)) 𝑑𝜏 −

𝜔∫︁
𝑡

(︂ 𝜔∫︁
𝜏

𝐴(𝜎) 𝑑𝜎

)︂
𝐺(𝜏,𝑋𝑘(𝜏)) 𝑑𝜏 −

−
𝜔∫︁

0

[𝑋𝑘(𝜏)𝐵(𝜏)+𝑄1(𝜏)𝑋𝑘(𝜏)𝑄2(𝜏)𝑋𝑘(𝜏)𝑄3(𝜏)+𝐹 (𝜏,𝑋𝑘(𝜏))] 𝑑𝜏

}︂
, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (3)

где 𝑋0(𝑡) – произвольная матричная функция класса C[0, 𝜔], принадлежащая мно-
жеству 𝐷.

С помощью известных приемов [6, с. 605] установлено, что последовательность
{𝑋𝑘(𝑡)}∞0 , построенная с помощью алгоритма (3), сходится равномерно по 𝑡 ∈ 𝐼 к
решению интегрального уравнения

𝑋(𝑡) = 𝐴−1(𝜔)

{︂ 𝑡∫︁
0

(︂ 𝜏∫︁
0

𝐴(𝜎) 𝑑𝜎

)︂
𝐺(𝜏,𝑋(𝜏)) 𝑑𝜏 −

𝜔∫︁
𝑡

(︂ 𝜔∫︁
𝜏

𝐴(𝜎) 𝑑𝜎

)︂
𝐺(𝜏,𝑋(𝜏)) 𝑑𝜏 −

−
𝜔∫︁

0

[𝑋(𝜏)𝐵(𝜏) +𝑄1(𝜏)𝑋(𝜏)𝑄2(𝜏)𝑋(𝜏)𝑄3(𝜏) + 𝐹 (𝜏,𝑋(𝜏))] 𝑑𝜏

}︂
,
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эквивалентного задаче (1), (2), при этом справедливы оценки

‖𝑋 −𝑋𝑘‖C 6
𝑞𝑘

1 − 𝑞
‖𝑋1 −𝑋0‖C, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

‖𝑋‖C 6 ‖𝑋0‖C +
‖𝑋1 −𝑋0‖C

1 − 𝑞
. (4)

Оценку (4) следует дополнить оценкой для ‖𝑋1 −𝑋0‖C :

‖𝑋1 −𝑋0‖C 6 𝛾𝜔

[︂
𝛼2𝜔

2
+ (𝛽 + 𝛿𝜌+ 𝐿)

(︂
𝛼𝜔

2
+ 1

)︂]︂
‖𝑋0‖C + 𝛾𝜔ℎ

(︂
𝛼𝜔

2
+ 1

)︂
. (5)

В случае 𝑋0(𝑡) ≡ 0 из (5) имеем

‖𝑋‖C 6
𝛾𝜔ℎ(𝛼𝜔 + 2)

2(1 − 𝑞)
.

Приближенные решения, построенные по алгоритму (3), вообще говоря, не обязаны
удовлетворять краевому условию (2). В связи с этим в данном случае получена оценка:

‖𝑋𝑘+1(𝜔) −𝑋𝑘+1(0)‖ 6
1

2
𝛾𝛼𝜔2𝑞𝑘ℎ(𝛼𝜔 + 2), 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

Алгоритм (3) содержит достаточно простые вычислительные операции и поэтому
удобен для применения к решению конкретных задач.
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Будем рассматривать кубическую систему

𝑥̇ = 𝑦(1 +𝐷𝑥+𝑃𝑥2), 𝑦̇ = −𝑥+𝐴𝑥2 + 3𝐵𝑥𝑦+𝐶𝑦2 +𝐾𝑥3 + 3𝐿𝑥2𝑦+𝑀𝑥𝑦2 +𝑁𝑦3, (1)


