
108 «Седьмые Богдановские чтения по обыкновенным дифференциальным уравнениям»

ЛЕВОСТОРОННЯЯ РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ
ПЕРИОДИЧЕСКОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

ДЛЯ СИСТЕМЫ МАТРИЧНЫХ УРАВНЕНИЙ РИККАТИ

Роголев Д.В.

Белорусско-Российский университет, Могилев, Беларусь
d-rogolev@tut.by

Изучается краевая задача типа [1, 2]

𝑑X

𝑑𝑡
= A1(𝑡)X + C1(𝑡)XB1(𝑡) + X (S1(𝑡)X + S2(𝑡)Y) + 𝜆F1(𝑡), (1)

𝑑Y

𝑑𝑡
= A2(𝑡)Y + C2(𝑡)YB2(𝑡) + Y (P1(𝑡)X + P2(𝑡)Y) + 𝜆2F2(𝑡), (2)

X(0, 𝜆) = X(𝜔, 𝜆), Y(0, 𝜆) = Y(𝜔, 𝜆), (3)

где 𝑡 ∈ [0, 𝜔] , X,Y ∈ R𝑛×𝑛, матрицы A𝑖(𝑡), B𝑖(𝑡), C𝑖(𝑡), S𝑖(𝑡), P𝑖(𝑡), F𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, 2)
определены и непрерывны на промежутке [0, 𝜔] , 𝜔 > 0, 𝜆 ∈ R.

Матричные уравнения Ляпунова, Риккати и их обобщения играют важную роль
в теории и приложениях дифференциальных уравнений. Системы таких уравнений
относятся к числу малоизученных [3–5]. Двухточечная краевая задача для системы
типа (1), (2), по-видимому, впервые поставлена в работе [4].

В работе, являющейся продолжением [1], с помощью метода [6, гл. 3] получены
коэффициентные (т.е. в терминах задачи (1)–(3)) достаточные условия ее однозначной
разрешимости, а также итерационный алгоритм построения решения.

Обозначения:

𝐷 = {(𝑡,X,Y) : 0 6 𝑡 6 𝜔, ‖X‖ 6 𝜌1, ‖Y‖ 6 𝜌2}, Ã𝑖(𝜔) =

𝜔∫︁
0

A𝑖(𝜏) 𝑑𝜏 ,

𝛾𝑖 =
⃦⃦⃦
Ã−1

𝑖 (𝜔)
⃦⃦⃦
, 𝛼𝑖 = max

𝑡
‖A𝑖(𝑡)‖ , 𝛽𝑖 = max

𝑡
‖B𝑖(𝑡)‖ , 𝜎𝑖 = max

𝑡
‖C𝑖(𝑡)‖ ,

𝛿𝑖 = max
𝑡

‖S𝑖(𝑡)‖ , 𝜇𝑖 = max
𝑡

‖P𝑖(𝑡)‖ , ℎ𝑖 = max
𝑡

‖F𝑖(𝑡)‖ , ‖X‖𝐶 = max
𝑡

‖X(𝑡)‖ ,

𝜀 = |𝜆| , 𝜀0 = min {𝜀1, 𝜀2} ,

𝑞11 = 𝛾1

[︂
1

2
𝛼1 (𝛼1 + 𝛽1𝜎1 + 2𝛿1𝜌1 + 𝛿2𝜌2)𝜔

2 + (𝛽1𝜎1 + 2𝛿1𝜌1 + 𝛿2𝜌2)𝜔

]︂
,

𝑞12 = 𝛾1𝛿2𝜌1𝜔

(︂
1

2
𝛼1𝜔 + 1

)︂
, 𝑞21 = 𝛾2𝜇1𝜌2𝜔

(︂
1

2
𝛼2𝜔 + 1

)︂
,

𝑞22 = 𝛾2

[︂
1

2
𝛼2 (𝛼2 + 𝛽2𝜎2 + 𝜇1𝜌1 + 2𝜇2𝜌2)𝜔

2 + (𝛽2𝜎2 + 𝜇1𝜌1 + 2𝜇2𝜌2)𝜔

]︂
,

𝜀1 =

(︂
𝜌1 − 𝛾1

{︂
1

2
𝛼1

[︀
(𝛼1 + 𝛽1𝜎1) 𝜌1 + 𝛿1𝜌

2
1 + 𝛿2𝜌1𝜌2

]︀
𝜔2 +

[︀
𝛽1𝜎1𝜌1 + 𝛿1𝜌

2
1 + 𝛿2𝜌1𝜌2

]︀
𝜔

}︂)︂
×

×
(︂
𝛾1

(︂
1

2
𝛼1𝜔 + 1

)︂
ℎ1𝜔

)︂−1

,
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𝜀2 =

(︂
𝜌2 − 𝛾2

{︂
1

2
𝛼2[(𝛼2 + 𝛽2𝜎2)𝜌2 + 𝜇2𝜌

2
2 + 𝜇1𝜌1𝜌2]𝜔

2 + [𝛽2𝜎2𝜌2 + 𝜇2𝜌
2
2 + 𝜇1𝜌1𝜌2]𝜔

}︂)︂1/2

×

×
(︂
𝛾2

(︂
1

2
𝛼2𝜔 + 1

)︂
ℎ2𝜔

)︂1/2

,

где 𝑡 ∈ [0, 𝜔] , 0 < 𝜌1, 𝜌2 < ∞, ‖ · ‖ – норма матриц, определяемая в рамках конеч-
номерной банаховой алгебры B(𝑛) непрерывных матриц-функций, например, любая
из норм, приведенных в [7].

В случае, когда коэффициенты в (1), (2) постоянные, получим систему типа [5],
играющую важную роль в теории управления.

Теорема. Пусть выполнены следующие условия:
1) det Ã𝑖(𝜔) ̸= 0 (𝑖 = 1, 2) ;

2) 𝛾1

{︂
1

2
𝛼1 [(𝛼1 + 𝛽1𝜎1) 𝜌1 + 𝛿1𝜌

2
1 + 𝛿2𝜌1𝜌2]𝜔

2 + [𝛽1𝜎1𝜌1 + 𝛿1𝜌
2
1 + 𝛿2𝜌1𝜌2]𝜔

}︂
< 𝜌1,

𝛾2

{︂
1

2
𝛼2 [(𝛼2 + 𝛽2𝜎2) 𝜌2 + 𝜇2𝜌

2
2 + 𝜇1𝜌1𝜌2]𝜔

2 + [𝛽2𝜎2𝜌2 + 𝜇2𝜌
2
2 + 𝜇1𝜌1𝜌2]𝜔

}︂
< 𝜌2;

3) 𝑞11 < 1, det(E−Q) > 0, где E = diag (1, 1), Q = (𝑞𝑖𝑗).
Тогда при |𝜆| < 𝜀0 задача (1)–(3) однозначно разрешима в области 𝐷. Реше-

ние представимо как предел равномерно сходящейся последовательности матрич-
ных функций, определяемых рекуррентными интегральными соотношениями и удо-
влетворяющих условиям (3).

Разработан алгоритм построения решения задачи (1)–(3), который в дифференци-
альной форме имеет вид

𝑑X𝑘+1

𝑑𝑡
= A1(𝑡)X𝑘 + C1(𝑡)X𝑘B1(𝑡) + X𝑘 (S1(𝑡)X𝑘 + S2(𝑡)Y𝑘) + 𝜆F1(𝑡), (4)

𝑑Y𝑘+1

𝑑𝑡
= A2(𝑡)Y𝑘 + C2(𝑡)Y𝑘B2(𝑡) + Y𝑘 (P1(𝑡)X𝑘 + P2(𝑡)Y𝑘) + 𝜆2F2(𝑡), (5)

X𝑘+1(0, 𝜆) = X𝑘+1(𝜔, 𝜆), (6)

Y𝑘+1(0, 𝜆) = Y𝑘+1(𝜔, 𝜆), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (7)

где в качестве начального приближения X0(𝜆), Y0(𝜆) приняты постоянные матри-
цы, определяемые из соответствующих условий (6), (7) для приближений X1(𝑡, 𝜆),
Y1(𝑡, 𝜆) :

𝜔∫︁
0

[A1(𝜏)X0 + C1(𝜏)X0B1(𝜏) + X0 (S1(𝜏)X0 + S2(𝜏)Y0) + 𝜆F1(𝜏)] 𝑑𝜏 = 0,

𝜔∫︁
0

[︀
A2(𝜏)Y0 + C2(𝜏)Y0B2(𝜏) + Y0 (P1(𝜏)X0 + P2(𝜏)Y0) + 𝜆2F2(𝜏)

]︀
𝑑𝜏 = 0.

Упомянутые рекуррентные интегральные соотношения получены из (4)–(7) с по-
мощью регуляризатора [6, гл. 3]. Условия теоремы обеспечивают равномерную по 𝑡 ∈
∈ [0, 𝜔] сходимость этого алгоритма.
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Рассмотрим систему

𝑟̇ = 𝑟2(𝑎 sin𝜙+𝑏 cos𝜙−𝑘 sin 3𝜙+𝑚 cos 3𝜙)+𝑟3(𝑒+𝑠 sin 2𝜙+𝑐 cos 2𝜙−𝐾 sin 4𝜙+𝑀 cos 4𝜙),

𝜙̇ = 1 − 𝑟(𝐴 cos𝜙+𝐵 sin𝜙+ 𝑘 cos 3𝜙+𝑚 sin 3𝜙) −
− 𝑟2(𝑓 + 𝐶 cos 2𝜙+ 𝑆 sin 2𝜙+𝐾 cos 4𝜙+𝑀 sin 4𝜙). (1)

Здесь 𝑟, 𝜙 – полярные координаты точки (𝑥, 𝑦). В декартовых координатах (𝑥, 𝑦)
эта система имеет в особой точке (𝑥, 𝑦) = (0, 0) либо центр, либо фокус. Обозначим

Λ = (𝑎, 𝑏, 𝐴,𝐵, 𝑘,𝑚, 𝑒, 𝑐, 𝑠,𝐾,𝑀, 𝑓, 𝐶, 𝑆).

Будем считать Λ точкой в 14-мерном аффинном пространстве 𝐴* параметров си-
стемы. Точку Λ0 ∈ 𝐴* будем называть центром (фокусом), если соответствующая
система (1) имеет центр (фокус) в особой точке (𝑥, 𝑦) = (0, 0). Говорят, что Λ0 ∈ 𝐴*

имеет цикличность, равную 𝑛, если для любой достаточно малой ∆-окрестности точ-
ки (𝑥, 𝑦) = (0, 0) существует 𝜀-окрестность точки Λ0, в которой имеется фокус, име-
ющий 𝑛 предельных циклов, расположенных в ∆-окрестности точки (𝑥, 𝑦) = (0, 0).

Введем вектор-функцию 𝐹 (Λ) = (𝐿1, 𝐿2, . . . , 𝐿𝑛), где 𝐿1, 𝐿2, . . . , 𝐿𝑛 – постоянные
Ляпунова (фокусные величины) системы (1). Точка Λ0 ∈ 𝐴* называется фокусом
порядка 𝑛, если 𝐹 (Λ0) = (0, 0, . . . , 0, 𝐿𝑛(Λ0)), 𝐿𝑛(Λ0) ̸= 0. Точка Λ0 ∈ 𝐴* называется
центром порядка 𝑛, если в любой сколь угодно малой окрестности Λ0 существует
фокус порядка 𝑛.

Теорема 1. Если Λ0 – центр и rank (𝐷𝐹 (Λ0)) = 𝑛, то Λ0 имеет цикличность
не менее 𝑛.


