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Исследуется система соотношений
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𝑢𝑥|𝑦=0 = 0, 𝑢𝑦|𝑦=0 = 0, 𝑢𝑥|𝑦=𝛿(𝑥) = 𝑈 (𝑥) , (3)

представляющая собой задачу Прандтля о динамическом турбулентном пограничном
слое конечной толщины 𝛿 (𝑥) в случае стационарного плоского течения несжимаемой
жидкости (см., например, [1, с. 521; 2, с. 368]), при этом турбулентное напряжение
трения 𝜏 = 𝜏(𝑥, 𝑦), согласно Прандтлю, принято в виде
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Искомыми величинами являются функции 𝛿 (𝑥) и 𝜏0 (𝑥) – касательное напряжение.
В случае ламинарного течения в работе [3] по методу [4] получены точные формулы

для 𝛿 (𝑥) , 𝜏0 (𝑥) . В работе [5] тем же методом с учетом (4) выведены соотношения
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, 𝑓 ′(𝑠) = 𝑑𝑓(𝑠)/𝑑𝑠,

𝑓(𝑠) – полуэмпирическая функция автомодельного типа, определяемая по соответ-
ствующему профилю скоростей [1, 6 и др.] 𝑢𝑥/𝑈 = (𝑦/𝛿)𝑛.

Как и задача [3], эта задача относится к обратным задачам газо- и гидродинамики,
теплофизики. Она гораздо сложнее, чем задача [3], даже с учетом гипотезы Прандтля;
это проявляется в соотношениях (5), (6) присутствием нелинейного интегрального
функционала (функционала Прандтля) 𝐽0.

Согласно методикам [4, 7], аналогом функции 𝑓(𝑦/𝛿) является вспомогательная
функция 𝜓(𝑥, 𝑦); ее построение связано с громоздкими выкладками. Поэтому присут-
ствие функционала (7) не позволяет считать соотношения (5), (6) ключом к решению
задачи (1)–(3), а рассматривать их как ее промежуточное решение. По-видимому,
это квазиобратное решение соответствующей прямой задачи. В [8] этот функционал
исключен из этих соотношений, но с использованием эмпирически определяемого со-
противления трения пластины конечной длины.

В данной работе, являющейся продолжением [5, 7, 8] и развитием [3, 4, 9], эта зада-
ча исследуется на основе формулы Прандтля (4) с использованием величины ударной
вязкости пограничного слоя. Установлено, что функционал 𝐽0 может быть исключен
без использования эмпирически определяемых величин, при этом для функций 𝛿 (𝑥) ,
𝜏0 (𝑥) получены следующие соотношения:
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𝑐𝑡 = 𝑐𝑡(𝑥) – безразмерная функция, определяемая на основе безразмерного интеграль-
ного среднего значения на промежутке [0, 𝛿(𝑥)] турбулентной составляющей 𝜏𝑡 на-
пряжения трения 𝜏 ; 𝑐𝑡(𝑥) ≡ const в случае профиля скоростей автомодельного типа.

В (7), (8) вводится обычное ограничение 1 − 4𝐹𝐺 > 0, точное в рамках гипотезы
Прандтля о структуре 𝜏𝑡; возможно, оно выполняется всегда с учетом этой гипотезы.
Отметим следующее: о функционале 𝐽0 нет существенной априорной информации,
однако для 𝑐𝑡(𝑥) справедлива двусторонняя оценка 0 < 𝑐𝑡(𝑥) < 1, а также имеет
место достаточно эффективное естественное приближение.

Таким образом, соотношения (7), (8) информативно полнее, чем (5), (6): (7) с уче-
том (8) представляет собой уравнение относительно 𝛿, по формуле (8) 𝜏0 выражается
через 𝛿. Однако из-за присутствия 𝑐𝑡(𝑥) соотношения (7), (8) не дают полное решение
задачи (1)–(4).
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В [1] Х.Дж. Купер предложил математическую модель стационарного распределе-
ния температуры 𝑇 в проводнике, помещенном в однородное электрическое поле ин-
тенсивности

√
𝜆 (𝜆 выступает в роли положительного параметра). Предполагается,

что область Ω ⊂ R𝑛, занятая проводником, ограниченная, ее граница 𝜕Ω класса 𝐶2,
коэффициент теплопроводности 𝑘(𝑥, 𝑇 ) зависит от пространственной переменной 𝑥
и от температуры 𝑇, а удельная электропроводность 𝜎(𝑥, 𝑇 ) допускает разрывы по
фазовой переменной 𝑇 (при переходе через определенные температуры 𝜎 меняется
скачком). На границе 𝜕Ω области Ω поддерживается постоянная температура. Не
ограничивая общности, можно считать ее равной нулю. Математическая модель Ку-
пера описанного выше процесса – нижеследующая эллиптическая краевая задача с
параметром 𝜆 и разрывной нелинейностью 𝜎(𝑥, 𝑇 ) :

−
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑘(𝑥, 𝑇 (𝑥))𝑇𝑥𝑖
)𝑥𝑖

= 𝜆𝜎(𝑥, 𝑇 (𝑥)), 𝑥 ∈ Ω, (1)

𝑇 (𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω. (2)


