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1 Линейная алгебра 
 
Матрицей размера n m , где n   число строк, m   число столбцов, назы-

вается таблица элементов, расположенных в определенном порядке. Числа яв-
ляются элементами числовых матриц. Место каждого элемента однозначно 
определяется номером строки и столбца, на пересечении которых он находится. 
Элементы матрицы обозначаются ,ija  где i  номер строки, а j номер столб-

ца. Сами матрицы обозначаются заглавными латинскими буквами , , .A B C  
Основными операциями над матрицами являются следующие: сложение и 

вычитание матриц, умножение матрицы на число, произведение матриц, транс-
понирование матриц, нахождение обратной матрицы.  

 
Пример 1 – Найти матрицу ,5 ABB   если 

.

569

314

523

,

374

596

485






































 BA  

 
Решение 
 
Для того чтобы получить элемент jic матрицы произведения ,BAC   

следует элементы i -й строки матрицы A  умножить на соответствующие эле-
менты j -го столбца матрицы B  и полученные произведения сложить. 

Получим 
 








































569

314

523

374

596

485

AB  

 
 
 
 

.

261713

32279

292211

533754631724934734

553956651926954936

543855641825944835










































  

 
При умножении матрицы на число получаем матрицу тех же размеров, что 

и данная, причем все элементы матрицы умножаются на это число.  
Следовательно,  
 

.

253045

15520

251015

569

314

523

55
































B  



5 
 

При сложении (вычитании) матриц нужно сложить (вычесть) соответству-
ющие элементы этих матриц. 

Получим 
 

.

14732

172211

4324

253045

15520

251015

261713

32279

292211

55


























































 BABABB  

 
Матрицу TA называют транспонированной для матрицы ,A а переход от A  

к TA транспонированием, если элементы каждой строки матрицы A  записать в 
том же порядке в столбцы матрицы TA . Таким образом, если в матрице A  по-
менять местами столбцы и строки, сохранив порядок их следования, то полу-
чится транспонированная матрица .TA  

Например,  
 

11 12 1 11 21 1

21 22 2 12 22 2

1 2 1 2

и .

m n

m nT

n n nm m m nm

a a a a a a

a a a a a a
A A

a a a a a a

   
   
    
   
   
   

 
 

       
 

 

 
Основные свойства операции транспонирования. 

1   .
TTA A  

2 Если определено произведение матриц ,AB то определено произведение 
T TB A  и выполняется равенство   .

T T TAB B A  

3 Если определена сумма матриц ,A B то определена и сумма T TA B  и 

выполняется равенство   .
T T TA B A B    

4   .
T TA A   

 

Пример 2 – Для матриц A  и B  найти матрицу  2 ,
T

A B если 

4 2 7 1 0 3

1 5 3 , 2 4 1 .

2 0 6 1 4 2

A B
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Решение 
 
По свойству 4 операции транспонирования получим 
 

 
1 0 3 1 2 1 2 4 2

2 2 2 2 4 1 2 0 4 4 0 8 8 .

1 4 2 3 1 2 6 2 4

T

T TB B

     
                 
          

 

 
Тогда 

 
4 2 7 2 4 2 6 2 5

2 1 5 3 0 8 8 1 13 5 .

2 0 6 6 2 4 4 2 10

T
A B

       
               
          

 

Операция нахождения обратной матрицы использует понятие определите-
ля (детерминанта) матрицы. 

Определитель – это числовая характеристика квадратной матрицы ,A  обо-
значается det ,A  A  или .A   

 

11 12 1

21 22 2

1 2

,

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 




   


    

11 12 1

21 22 2

1 2

.

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 




   


 

 

Пример 3 – Вычислить определитель третьего порядка .

221

152

421




 

 

Решение 
 
Определитель третьего порядка можно вычислять по правилу треугольни-

ков (по правилу Саррюса) 
 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 22 33 12 23 31 21 32 13 13 22 31 11 23 32 12 21 33 .

a a a

a a a

a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a
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Тогда для данного определителя получим 

   

   

1 2 4

2 5 1 1 5 2 2 1 1 2 2 4

1 2 2

4 5 1 1 1 2 2 2 2 26.


            

            

 

 
Минором ijM  к элементу ija  определителя n -го порядка называется опре-

делитель  1n  -го порядка, полученный из исходного определителя вычерки-

ванием i -й строки и j -го столбца.  
 

Пример 4 – Найти минор 23M  к элементу 23a  определителя 

1 2 1

1 0 3 .

7 8 4


 

 

Решение 
 
Вычеркивая в заданном определителе вторую строку и третий столбец, по-

лучим 

1 2 1
1 0 3

7 8 4

,  тогда 23

1 2
.

7 8
M   

 
Алгебраическим дополнением ijA  к элементу ija называется выражение 

вида  1 ,
i j

ij ijA M
   где ijM  миноры, соответствующие элементам .ija  

матрицы .A  
 
Пример 5 – Найти алгебраическое дополнение 23A  к элементу 23a  опреде-

лителя 

1 2 1

1 0 3 .

7 8 4


 

 
Решение 
 

   2 3 5

23 23

1 2 1 2
1 1 .

7 8 7 8
A M
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Пример 6 – Вычислить определитель четвертого поряд- 

ка .

2131

1215

1121

2113







 

 
Решение 
 
При вычислении определителя будем использовать теорему Лапласа: 

определитель равен сумме произведений элементов какой-либо строки на их 
алгебраические дополнения.  

При вычислении определителя используется его разложение:  
– по элементам i -й строки 1 1 2 2 3 3 4 4;i i i i i i i ia A a A a A a A          
– по элементам j -го столбца .44332211 jjjjjjjj AaAaAaAa   

Разложим данный определитель по элементам первой строки.  
Получим 

 

   

     

   

   

2 3

4 5

3 1 1 2
2 1 1 1 1 1

1 2 1 1
3 1 1 2 1 1 1 5 2 1

5 1 2 1
3 1 2 1 1 2

1 3 1 2

1 2 1 1 2 1

1 1 5 1 1 2 1 5 1 2

1 3 2 1 3 1

3 8 3 1 6 2 2 4 5 1 2 1 10

2 2 15 1 3 20 2 1 15 4 1 6 10 98.


  

 
         


   

 

  
           

 

              

                

 

 
Матрица 1A  называется обратной матрице ,A  если  
 

,11 EAAAA  

 
 

где E единичная матрица.  
Для того чтобы матрица A  имела обратную матрицу, необходимо и доста-

точно, чтобы она была невырожденной, т. е. чтобы ее определитель .0A  
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Обратная матрица определяется по формуле 

11 21 1

12 22 21

1 2

1
.

n

n

n n nn

A A A

A A A
A

A

A A A



 
 
 
 
 
 




   
  

 
Элементы обратной матрицы 11 12, , ..., nnA A A  являются алгебраическими 

дополнениями к соответствующим элементам 11 12, , ..., nna a a данной матрицы. В 

общем виде они записываются как  1 .
i j

ij ijA M
    

 
Пример 7 – Найти матрицу, обратную матрице ,A  и выполнить проверку, 

если 

1 0 2

2 1 1 .

1 3 1

A

 
   
  

 

 
Решение 
 
Проверим, является ли данная матрица A невырожденной. Для этого вы-

числим ее определитель: 
 

1 0 2

2 1 1 1 0 12 2 0 3 12 0.

1 3 1

A          
  

 
Так как определитель матрицы A не равен нулю, то обратная матрица  

существует.  
Найдем алгебраические дополнения элементов матрицы: 
 

 

   

 

1 1

11

1 2

12

1 3

13

1 1
1 1 3 2;

3 1

2 1
1 2 1 3;

1 1

2 1
1 6 1 7;

1 3

A

A

A
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2 1

21

2 2

22

2 3

23

3 1

31

3 2

32

3 3

33

0 2
1 0 6 6;

3 1

1 2
1 1 2 3;

1 1

1 0
1 3 0 3;

1 3

0 2
1 0 2 2;

1 1

1 2
1 1 4 3;

2 1

1 0
1 1 0 1.

2 1

A

A

A

A

A

A













     


      


      

    


     

      


 

 
Обратная матрица имеет вид: 
 

.

137

333

262

12

11





















A  

 

Проверку обратной матрицы выполним, используя условие 1 .A A E   
Получим 
 

1

2 6 2 1 0 2
1

3 3 3 2 1 1
12

7 3 1 1 3 1

2 12 2 0 6 6 4 6 2 12 0 0 1 0 0
1 1

3 6 3 0 3 9 6 3 3 0 12 0 0 1 0 .
12 12

7 6 1 0 3 3 14 3 1 0 0 12 0 0 1

A A

E



   
          
        

            
                  
               

 

 
Элементарными преобразованиями матрицы называются такие преобразо-

вания, в результате выполнения которых сохраняется эквивалентность матриц.  
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Элементарными преобразованиями матриц являются: 
– перестановка строк и столбцов матрицы; 
– умножение строк и столбцов на число, отличное от нуля; 
– прибавление к какой-либо строке (столбцу) другой строки (столбца), ум- 

ноженной на ненулевое число. 
Элементарные преобразования матрицы не изменяют ее ранг. 
Рангом матрицы называется ранг ее системы строк или столбцов. Обозна-

чается rang A  или  .r A  На практике для нахождения ранга матрицы исполь-

зуют следующее утверждение: ранг матрицы равен количеству ненулевых 
строк после приведения матрицы к ступенчатому виду. 

 

Пример 8 – Найти ранг матрицы 

0 4 10 1

4 8 18 7
.

10 18 40 17

1 7 17 3

A

 
 
 
 
 
 

 

 

Решение 
 
С помощью элементарных преобразований над строками приведем матри-

цу к ступенчатому виду. Для этого вначале от третьей строки отнимем удвоен-
ную вторую строку. Получим матрицу, эквивалентную данной матрице .A  За-
пишем это следующим образом:  

 
0 4 10 1

4 8 18 7
.

2 2 4 3

1 7 17 3

A

 
 
 
 
 
 

  

 
От второй строки отнимем четвертую строку, умноженную на 4, а от тре-

тьей – удвоенную четвертую. Получим 
 

0 4 10 1

0 20 50 5
.

0 12 30 3

1 7 17 3

A

 
    
   
 
 

  

 
Ко второй строке прибавим первую строку, умноженную на 5, к третьей – 

первую, умноженную на 3. Получим матрицу, эквивалентную матрице :A  
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0 4 10 1

0 0 0 0
.

0 0 0 0

1 7 17 3

A

 
 
 
 
 
 

  

 
Меняя местами первую и вторую строки последней матрицы, получим 
 

0 0 0 0

0 4 10 1
.

0 0 0 0

1 7 17 3

A

 
 
 
 
 
 

  

 
Меняем местами четвертую и первую строки и получаем матрицу 
 

1 7 17 3

0 4 10 1
.

0 0 0 0

0 0 0 0

A

 
 
 
 
 
 

  

 
Так как в последней матрице получили две ненулевые строки, то ранг мат-

рицы равен 2, т. е.   2.r A   

 
Пример 9 – Найти ранг матрицы A методом элементарных преобразова-

ний: .

2113

8421

2113

3135






















A  

 
Решение  
 
Выполняя элементарные преобразования над строками матрицы, приведем 

ее к ступенчатому виду. При этом ранг матрицы будет равен числу  
ненулевых строк полученной матрицы. Решение запишем в свернутом виде. 
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Преобразуем данную матрицу: 
 

 
 
 

 
 

5 3 1 3 1 2 4 8

33 1 1 2 3 1 1 2
~ ~

51 2 4 8 5 3 1 3

33 1 1 2 3 1 1 2

1 2 4 8 1 2 4 8

0 7 11 22 0 7 11 22
~ ~ .

10 7 19 37 0 0 8 15

10 7 11 22 0 0 0 0

I II
A

I III

I IV

II III

II IV

   
          
      
          

   
           
         
          

 

 
Получена ступенчатая матрица, число ненулевых строк равно ,3  значит, 

ранг данной матрицы   .3Ar  
 
Пример 10 – Решить по формулам Крамера систему линейных алгебраиче-

ских уравнений  
 













.11243

;42

;11423

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 
Решение 
 
Формулы Крамера записываются следующим образом:  
 

,;; 3
3

2
2

1
1 











 xxx
 

 
где   главный определитель системы, составленный из коэффициентов  
при неизвестных;  321 ,,  определители системы, полученные путем заме-
ны соответственно первого, второго и третьего столбцов главного определителя 
системы столбцом свободных членов. 

Вычислим указанные определители. Получим 

;60128126326

243

112

423
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1

2

3

11 2 4

4 1 1 22 64 22 44 16 44 180;

11 4 2

3 11 4

2 4 1 24 88 33 48 33 44 60;

3 11 2

3 2 11

2 1 4 33 88 24 33 44 48 60;

3 4 11


          



          



          

 

 
Следовательно, 
  

.1
60

60
,1

60

60
,3

60

180 3
3

2
2

1
1 












 xxx
 

 
Решение системы .1,1,3 321  xxx  
 
Пример 11 – Решить методом Гаусса систему линейных алгебраических 

уравнений  
 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 3 2 8 1;

0;

3 5 4 0;

4 2 3 3.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    

 

 

Решение 
 
Запишем расширенную матрицу для данной системы: 
 

5 3 2 8 1

1 1 1 1 0
.

3 5 1 4 0

4 2 3 1 3

A

  
 
 
 
 
 

  

 
С помощью элементарных преобразований сведем расширенную матрицу 

к треугольному виду. Для этого выполним следующее. 
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1 Поменяем местами первую и вторую строки. 
2 Прибавим к элементам второй, третьей и четвертой строки элементы 

первой строки, умноженные соответственно на 5, 3, 4.    
3 Поменяем местами вторую и третью строки. Прибавим к элементам тре-

тьей и четвертой строк элементы второй строки, умноженные соответст- 
венно на 4;1. 

4 К элементам четвертой строки, умноженной на 11, прибавим третью 
строку, умноженную на 3.  

Получим матрицу, эквивалентную расширенной матрице .A  
 

   

     

 

1 2

2 3 4

4

5 3 2 8 1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 0 5 3 2 8 1

3 5 1 4 0 3 5 1 4 0

4 2 3 1 3 4 2 3 1 3

1 1 1 1 0 1 1 1 1 0

0 8 3 13 1 0 2 2 1 0

0 2 2 1 0 0 0 11 9 1

0 2 1 3 3 0 0 3 2 3

1 1 1 1 0

0 2 2 1 0
.

0 0 11 9 1

0 0 0 5 30

A

    
       
   
   
   

   
         
     
          

 
  
  
 
 

  

  


 

 
Такой расширенной матрице соответствует следующая система уравнений: 
 

1 2 3 4

2 3 4

3 4

4

0;

2 2 0;

11 9 1;

5 30.

x x x x

x x x

x x

x

   
   
   
 

 

 

С четвертого уравнения находим 4

30
6

5
x    и подставляем в третье урав-

нение 3 411 1 9 1 9 6 55,x x        тогда 3

55
5.

11
x
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Найденные значения подставляем во второе уравнение 2 3 42 2 16,x x x     

тогда 2

16
8.

2
x


    

Из первого уравнения находим 1 2 3 4 8 5 6 7.x x x x         
Решение исходной системы: 1 2 3 47, 8, 5, 6.x x x x       
 
Пример 12 – Решить методом Гаусса систему линейных алгебраических 

уравнений  
 













.15

;622

;132

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 
Решение 
 

Составим расширенную матрицу системы A
~

 и с помощью элементарных 
преобразований строк приведем ее к виду 

 

 
 

 

 

1 2 3 1 1 2 3 1

2 1 2 6 2 ~ 0 5 4 4 1 ~

1 1 5 1 1 0 1 2 2

1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3 1

~ 0 1 2 2 5 ~ 0 1 2 2 1 ~ 0 1 2 2 .

0 5 4 4 0 0 14 14 :14 0 0 1 1

A I II II

I III III II

II III II

III

   
              
            

     
                  
            



 

Так как ранг основной матрицы  Ar  равен рангу расширенной матри- 

цы  ,~
Ar  т. е.     ,3

~  ArAr то система совместна и имеет решение. Получен-
ной матрице соответствует система, эквивалентная исходной, 

 

1 2 3

2 3

3

2 3 1;

2 2;

1.

x x x

x x

x

  
  
    

 
Ее решение (обратный ход в методе Гаусса) находится подстановкой 

найденных значений неизвестных в уравнения последней системы.  
Получаем 3 2 3 1 3 21, 2 2 0, 1 3 2 4.x x x x x x          
Ответ: .1,0,4 321  xxx  
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Пример 13 – Решить матричным способом, записав систему в матричной 
форме, систему линейных алгебраических уравнений 

 














.0332

;623

;1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 
Решение 
 
Введем следующие обозначения: 
 

.

0

6

1

;;

332

123

111

3

2

1























































 B

x

x

x

XA  

 
Запишем систему уравнений в виде матричного уравнения .BAX   Его 

решение имеет вид ,1BAX   где 1A обратная матрица по отноше- 
нию к матрице .A  

Найдем 1A по формуле 
 

,
1

332313

322212

312111

1


















AAA

AAA

AAA

A
A  

 
где 11 12 33, , ...,A A A   алгебраические дополнения к соответствующим элемен-
там 11 12 33, , ...,a a a  матрицы .A  
 

.01

332

123

111







A  

 
Найдем алгебраические дополнения к элементам матрицы: 
 

 1 1

11

2 1
1 6 3 3;

3 3
A

 
    


 

 

   1 2

12

3 1
1 9 2 11;

2 3
A
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1 3

13

2 1

21

2 2

22

2 3

23

3 1

31

3 2

32

3 3

33

3 2
1 9 4 13;

2 3

1 1
1 3 3 0;

3 3

1 1
1 3 2 1;

2 3

1 1
1 3 2 1;

2 3

1 1
1 1 2 1;

2 1

1 1
1 1 3 4;

3 1

1 1
1 2 3 5.

3 2

A

A

A

A

A

A

A















      



      



    


      




     



      



    

 

 

Обратная матрица имеет вид:  

.

5113

4111

103

5113

4111

103

1

11











































A  

Тогда 

.

7

5

3

0561113

0461111

016013

0

6

1

5113

4111

103















































































X   

Таким образом, решение системы .7,5,3 321  xxx  
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2 Векторная алгебра 
 
Вектором называется направленный отрезок. Вектор с началом в точке А  

и концом в точке B обозначается символом AB  или .a


 Длина отрезка AB  

называется длиной или модулем вектора и обозначается .AB  

Векторы a


 и b


называются коллинеарными, если они лежат на одной пря-
мой или на параллельных прямых. Векторы cba


,,  называются компланарны-

ми, если они лежат в одной плоскости или в параллельных плоскостях. 
Два вектора a


 и b


называются равными, если они коллинеарны, одинаково 
направлены и равны по длине. Записывают .ba


  

Ортом данного вектора называется вектор, который направлен одинаково с 
данным вектором и имеет модуль, равный единице.  

Суммой векторов ABa 


и BCb 


 называется вектор, обозначае- 
мый ba


  и равный .AC  Таким образом, ACBCAB   (правило треугольни-

ка). Если векторы имеют общее начало, то они складываются по правилу парал-
лелограмма (рисунок 1).  

 
а)    б)   в) 

 
 

Рисунок 1 
 
Произведением вектора 0a


на число 0   называется вектор ,a


 име-

ющий длину a 


 и направление вектора a


 при 0   и противоположное 

направление при 0.   

Проекцией вектора AB  на вектор e


 называется положительное чис- 

ло ,11BA  если вектор AB  и вектор e


одинаково направлены, и отрицательное 

число ,11BA  если вектор AB  и вектор e


 противоположно направлены. Обо-

значается ABeпр   и вычисляется по формуле eпр cosφ,AB AB
 

 где φ   угол 

между векторами AB  и e


 или между вектором AB  и его проекцией на .e


 
Если kji


,,  орты координатных осей прямоугольной системы коорди- 

нат ,Oxyz  то любой вектор a


 единственным образом можно представить в  
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виде их суммы (линейной комбинации) с коэффициентами :,, zyx aaa  

.kajaiaa zyx


  Коэффициенты zyx aaa ,,  линейной комбинации называются 

координатами вектора a


 в базисе .,, kji


 Записывают  .;; zyx aaaa 


 Длина 

вектора, заданного своими координатами, определяется по форму- 

ле .222

zyx aaaa 


 

Направление вектора  zyx aaaa ;;


 определяется углами α, β, γ ,  образо-

ванными вектором a


 с положительными направлениями осей OzOyOx ,,  соот-
ветственно. Косинусы этих углов называются направляющими косинусами век-
тора (рисунок 2).  

 

 
 

Рисунок 2 
 
Направляющие косинусы определяются по формулам: 

cosα ; cosβ ; cos γ .yx z
aa a

a a a
      

Пример 1 – Даны векторы .24,23 kjibkjia


   

Найти: 
1) координаты вектора ;75 ba


  

2) разложение вектора ba


5

4

3

1
 по базису ;,, kji


 

3) направляющие косинусы вектора .a


 
 
Решение 
 

1 Пусть     .;;,;; 222111 zyxbzyxa 


 Тогда  1 1 1λ λ ; λ ; λ ,a x y z
  

 .;; 212121 zzyyxxba 


 По условию векторы a


 и b


 имеют координаты 

 ,1;2;3 1 a


  .2;4;1 b


 Найдем координаты вектора 5 7a b 


 

    5 3 7 1;5 2 7 4;5 1 7 2 8; 18; 19 .               

Таким образом,  .19;18;875  ba
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2 Разложение вектора  111 ;; zyxa 


 по базису kji


,,  имеет вид 

 .;; 111 kzjyixa


  Разложим вектор ba


5

4

3

1
 по базису , , .i j k

 
Получим  

 

   1 4 1 4
3 2 4 2

3 5 3 5

2 1 4 16 8 9 38 19
.

3 3 5 5 5 5 15 15

a b i j k i j k

i j k i j k i j k

       

        

     

       
 

 

Следовательно, .
15

19

15

38

5

9

5

4

3

1
kjiba


  

 
3 Так как направление вектора  zyx aaaa ;;


 определяется угла- 

ми α, β, γ ,  образованными вектором a


 с положительными направлениями ко-
ординатных осей OzOyOx ,,  соответственно, а косинусы этих углов (направ-

ляющие косинусы) определяются по формулам cosα ,xa

a
  cosβ ,ya

a
 

cos γ ,za

a
  где 2 2 2

x y za a a a  


 и   ,14123 222 a


то получим

3 3 14 2 14 1 14
cosα ; cosβ ; cos γ .

14 7 1414 14 14


        

 
Скалярным произведением двух ненулевых векторов a


 и b


 называется 

число, которое равно произведению длин этих векторов на косинус угла φ  

между ними. Обозначение: .ba

  Таким образом, cosφ.a b a b  

  
 

Векторным произведением неколлинеарных векторов a


 и b


 называется 
вектор ,c


 определяемый условиями: 

1) вектор c


 перпендикулярен векторам a


 и ,b


 т. е. ;, bcac


  
2) длина вектора c


равна площади параллелограмма, построенного на век-

торах a


 и b


как на сторонах, т. е. sin φ,с a b  
 

где φ   угол между вектора-

ми a


 и ;b


 

3) векторы ba


,  и c


образуют правую тройку. 

Векторное произведение обозначается ba


  или .,a b  


  

Смешанным произведением трех векторов ba


,  и c


называется число, рав-

ное скалярному произведению вектора ba


 на вектор .c


 Обозначение: .cba


 

Таким образом,   .cbacba
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Пример 2 – Даны векторы .23,24,23 kjickjibkjia


   
Найти: 
1) длину вектора ;2ca


  

2) скалярное произведение векторов a


 и ;b


 

3) угол между векторами ;и ba


 
4) векторное произведение векторов a


 и ;c


 

5) смешанное произведение векторов .cи,


ba  
 

Решение 
 

1 Длина вектора  111 ;; zyxa 


 находится по формуле 2 2 2
1 1 1a x y z  


. 

Сумма векторов      .3;8;5221;322;1232  ca


 

Тогда .98964253852 222  ca


 

2 Скалярное произведение векторов    222111 ;;,;; zyxbzyxa 


 найдем 

по формуле   1 2 1 2 1 2; .a b x x y y z z  


  

Так как из условия следует, что    2;4;1,1;2;3  ba


, то 

      .7214213; ba


  

Таким образом,   .7; ba


 

3 Из определения скалярного произведения  ; cosφa b a b 
  

 получаем, 

что угол φ  между векторами находится по формуле 
 

 
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

;
cosφ .

a b x x y y z z

a b x y z x y z

 
 

     


  

 

Тогда      2 22 2 2 2; 7, 3 2 1 14 , 1 4 2 21,a b a b           
  

 

7 7 7 7
cosφ ; φ arccos π arccos .

14 21 294 294 294

         
 

 

 

4 Векторное произведение векторов    222111 ;;,;; zyxbzyxa 


 найдем 
по формуле 

 

  .;

222

111

zyx

zyx

kji

ba
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Для векторов    2;3;1,1;2;3  ca


 получим   .

231

123; 
kji

ca




 

Вычислим определитель разложением по элементам первой строки: 
 

  .777
31

23

21

13

23

12

231

123; kjikji

kji

ca













 
 
Таким образом,   .777; kjica


  

5 Смешанное произведение векторов    222111 ;;,;; zyxbzyx 


  
и  333 ;; zyxc 


 вычислим по формуле  

 

  .;;

333

222

111

zyx

zyx

zyx

cba 


 

 
Для данных векторов      2;3;1,2;4;1,1;2;3  cba


получим 

 

      .4941844324

231

241

123

;; 


cba


 

Таким образом,  ; ; 49.a b c  
 

 
Векторы 3 2 ,a i j k  

 
 4 2 ,b i j k  
  

3 2c i j k  
 

образуют левую 

тройку векторов (смешанное произведение   0;; cba


). 
 
Пример 3 – Найти скалярное произведение векторов  ba


2 и  ,3 ba




если ,2,10  ba


a


 и b


образуют угол 
2π

φ .
3
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Решение 
 
Используя свойства скалярного произведения векторов, получим 
 

   22 2 22 3 3 5 2 3 5 cosφ 2

2π
3 100 5 10 2cos 2 4 242.

3

a b a b a ab b a a b b         

       

          

 

 
Пример 4 – Даны три вектора       .2;5;7,5;3;4,4;2;3  rqp


  

Найти разложение вектора  2;3;4a


 по базису .,, rqp


 
 
Решение 
 
Вектор a


 можно представить и притом единственным образом в виде ли-

нейной комбинации векторов базиса , , ,p q r
  

а именно α β γ .a p q r  
  

 
Так как векторы rqpa


,,, заданы в некотором базисе ,,, 321 eee


 то, применив 

к разложению вектора a


 правило линейных действий над векторами, получим 
 

     

     

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

4 3 2 α 3 2 4 β 4 3 5 γ 7 5 2

3α 4β 7γ 2α 3β 5γ 4α 5β 2γ .

e e e e e e e e e e e e

e e e

           

        

           

 

 
Для определения коэффициентов линейного разложения вектора a


  

по базису rqp


,, используем условие равенства двух векторов и получим си-
стему линейных уравнений 

 

3α 4β 7γ 4;

2α 3β 5γ 3;

4α 5β 2γ 2.

  
   
   

 

Ее решением являются следующие значения: α 7; β 8; γ 7.     Значит, 
искомое разложение вектора a


 по базису , ,p q r

  
 имеет вид .787 rqpa 


 

 

Пример 5 – Даны вершины треугольника  2; 3; 1 ,A 

   4;1; 2 , 1; 0; 2 .B C  

Найти:  
1) внутренний угол треугольника ABC при вершине ;C  

2) проекцию вектора CB на вектор .CA  
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Решение 
 

1 Угол φ  при вершине C есть угол между векторами CB  и .CA  Опре- 

делим координаты этих векторов:    4 1;1 0; 2 2 3;1 ; 4 ;CB       


   2 1; 3 0; 1 2 1; 3 ; 3 .CA       


 

Найдем скалярное произведение:     .18343113 CACB Най-

дем модули этих векторов: 9 1 16 26 ; 1 9 9 19 .CB CA       
 

 

Тогда 
 

18 18
cosφ ;

26 19 494

CB CA

CB CA


  



 
      

18
φ arccos .

494
  

 
2 Формулу для скалярного произведения векторов a


 и b


с углом φ  между 

ними  ; cosφa b a b a b    
    

 можно записать иначе: 

 

  bababa a


пр;    или    .пр; abbaba

b


  

 

Тогда 
18

пр .
19CA

CB CA
CB

CA


 

 
  

 
Пример 6 – Даны точки        .2;2;2,4;3;3,1;2;1,4;1;5 SCBA   
Требуется:  
1) найти площадь треугольника ABC ; 
2) найти объем пирамиды ;SABC  
3) найти длину высоты, опущенной из вершины S на грань ;ABC   

4) доказать, что векторы SBSCSA ,, образуют базис в пространстве.   
 
Решение 
 
1 Площадь треугольника, построенного на векторах  111 ;; zyxa 


  

и  222 ;; zyxb 


, определяется через их векторное произведение по формуле  
 

  .
2

1
;

2

1
babaS


  

 
Найдем площадь треугольника ABC  как площадь треугольника, построен-
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ного на векторах AB  и :AC    .;
2

1
ACABS   

Определим координаты векторов  3;1;4AB  и  0;2;2AC   
и найдем их векторное произведение: 

 

  .666
22

14

02

34

02

31

022

314; kjikji

kji

ACAB
















 
 

Длина (модуль) вектора   .36108363636; ACAB  

Тогда  
 

  .3336
2

1
;

2

1
 ACABS ABC  

 
2 Объем треугольной пирамиды, построенной на векторах  1 1 1; ; ,a x y z



   2 2 2 3 3 3; ; , ; ; ,b x y z c x y z 
 

находится по формуле  

 

  ,,,
6

1
cbaV


  

где  , ,a b c
 

  –  смешанное произведение векторов , , ,a b c
 

 

 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

, ,

x y z

a b c x y z

x y z


 

.  

Найдем объем пирамиды, используя векторы , ,AS AB AC
  

с коор-

динатами      .0;2;2,3;1;4,6;1;3  ACABAS  
Смешанное произведение этих векторов  
 

  .241812648

022

314

613

,, 




ACABAS

 
 

Значит, объем пирамиды .4
6

24
24

6

1
SACBV  

3 Так как объем пирамиды ,
3

1
HSV ABC   то .

3

34

33

433






ABCS

V
H  

4 Три вектора образуют базис в пространстве, если эти векторы некомпла-
нарны, т. е. их смешанное произведение не равно нулю. Найдем смешанное 
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произведение векторов , , ,SA SC SB
  

 определив их координаты:

    2 5; 2 1; 2 4 3;1; 6 ,SA       


      2 3; 2 3; 2 4 1; 1; 6SC        


  

и     2 1; 2 2; 2 1 1; 0; 3 .SB      


 

 

      .0243669306609

301

611

613

,, 


SBSCSA  

 
Значит, векторы SBSCSA ,,  некомпланарны, они образуют базис  

в пространстве. 
 
 
3 Прямая на плоскости 
 
Пример 1 – Даны вершины треугольника      1 1 2 2 3 3; , ; , ; .A x y B x y C x y  

Найти:  
1) уравнение стороны ABтреугольника, если      ;3;10,8;2,3;2 CBA    
2) уравнение высоты СH , если      ;3;11,7;1,2;2 CBA   
3) уравнение медианы AM и ее длину, если      ;7;4,2;3,1;3  CBA  
4) угол φ  при вершине ,A  если      ;5;4,7;6,2;2  CBA  
5) уравнение прямой, проходящей через вершину С  параллельно сторо- 

не ,AB  если      .3;11,7;1,2;2 CBA   
 
Решение 
 
1 Уравнение прямой, проходящей через две точки    ,;и; 2211 yxNyxM  

имеет вид:  
 

.
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx








 

 

Тогда 





02245;
5

3

4

2
yx

yx
уравнение прямой (стороны) .AB  

2 Уравнение высоты CH получим как уравнение прямой, проходящей че-
рез точку  00 ; yxM  параллельно вектору  ,; 21 aas


 т. е. 

 

.
2

0

1

0

a

yy

a

xx 
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Так как   ,,3;11 ABCHCHC   то нормальный вектор  1;3 ABn


 являет-
ся направляющим вектором прямой ,CH  т. е. имеет вид  .1;3 CHs


Следова-

тельно, получаем уравнение высоты 
11 3

.
3 1

x y 



  

Преобразовав его, получим уравнение высоты :CH  .0203  yx  
3 Так как AM  медиана, то точка M  делит отрезок BC  пополам, т. е. яв-

ляется его серединой. Координаты середины отрезка находятся по формулам 
 

1 2 1 2; .
2 2M M

x x y y
x y

 
   

 

Тогда для точек B  и C  получим 
3 4 7 2

; ;
2 2M Mx y
  

   .
2

5
;

2

7






 M  

Длина медианы треугольника находится как расстояние между двумя точ-
ками, заданными своими координатами    222111 ;и; yxAyxA , по форму- 

ле       .; 2

21

2

2121 yyxxAAd   

 

     
22

2 2

7 5
; 3 1

2 2

13 3 169 9 178 178
.

2 2 4 4 4 2

AM d A M
                    

            
   

 

 
4 Угол φ  при вершине A  есть угол между сторонами AB  и .AC  Запишем 

уравнения этих сторон как сторон, проходящих через точки  1 1 1;A x y   

и  2 2 2;A x y , и учтем, что 2 1

2 1

y y
k

x x


 


 угловой коэффициент прямой.  

Получим 
 

  .
9

2

4

2
;

27

2

26

2 








 yxyx

AB  

 

Значит,  .
4

9
,

4

9

2

2
1 




k
x

y

 
 

  .
7

2

6

2
;

25

2

24

2 










 yxyx

AC  
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Значит, .
6

7
,

6

7

2

2
2 







k
x

y
 

Так как угол между прямыми находится по формуле 2 1

1 2

tg φ ,
1

k k

k k





 то 

 

7 9 41
41 24 826 4 12tgφ ;

397 9 12 39 391
246 4

   
   

     
 

  
82

φ = arctg .
39

 

 
5 Прямая CL , проходящая через точку  3;11C  параллельно прямой ,AB  

имеет тот же нормальный вектор, что и прямая ,AB  т. е.  .1;3  CLAB nn


  
Уравнение прямой, проходящей через точку с координатами  00 ; yx пер-

пендикулярно нормальному вектору  ,; BAn 


 имеет вид
    .000  yyBxxA   

Тогда     ,031113  yx  или 3 30 0x y     уравнение прямой .CL  
 
Пример 2 – В треугольнике с вершинами      5;6,3;6,3;2 CBA  найти 

уравнение биссектрисы BM и ее длину.  
 
Решение 
 

Найдем длины сторон BC и :BA     2 2
6 6 5 3 8;BC        

    .43362 22 BA  

Для составления уравнения биссектрисы BM необходимо знать координа-
ты точки .M   

По свойству биссектрисы внутреннего угла треугольника  

имеем ,2
BA

BC

MA

CM
т. е. точка M делит сторону AC в отношении λ 2.  

Так как координаты  yx;  точки ,M  делящей отрезок AB  в заданном от-
ношении λ ,  где    2211 ;и; yxByxA , находятся по формулам  

 

1 2λ
;

1 λ

x x
x





        1 2λ

,
1 λ

y y
y





 

 

то для точки M  имеем 16 2 2 10 5 2 3 1
; ,

1 2 3 1 2 3M Mx y
    

   
 

 т. е. 
10 1

; .
3 3

M  
 
 

 

Составим уравнение биссектрисы BM и найдем ее длину: 
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,
3

3

1
3

6
3

10
6








 yx
  

 

откуда 3 0;x y    .
3

28
3

3

1
6

3

10
22







 






 BM  

 
Пример 3 – Найти расстояние между параллельными прямы- 

ми 02043  yx  и .0586  yx  
 
Решение 
 
Возьмем на одной из данных параллельных прямых, например, на первой, 

произвольную точку .A  Пусть для этой точки ,0x  тогда ,5y  т. е.  0; 5A .  

Искомое расстояние между указанными параллельными прямыми равно рас-
стоянию от точки  0; 5A  до второй прямой.  

Так как расстояние d  от некоторой точки  00 ; yxM  до пря- 
мой 0 CByAx  определяется по формуле 

 

,
0

22

00

BA

CByAx
d




  

 
то для параллельных прямых 02043  yx  и 0586  yx  оно определяет-
ся следующим образом:  
 

.5,4
86

055806
22





d  

 
Пример 4 – Найти точку M  пересечения прямых 1 : 2 2 0l x y     

и 2 : 5 2 4 0.l x y    
 
Решение 
 
Точка пересечения прямых является их общей точкой, значит, ее коорди-

наты удовлетворяют уравнению 1l  и уравнению 2,l  т. е. они находятся как ре-
шение системы уравнений 

2 2 0;

5 2 4 0.

x y

x y
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Решая ее способом подстановки или способом алгебраического сложения, 

получим, что 
1

1, .
2

x y    Таким образом, 
1

1; .
2

M   
 

 

 
 
4 Плоскость и прямая в пространстве 
 
Пример 1 – Составить уравнение плоскости, проходящей через точ- 

ку  0 2;3; 4M  и параллельной векторам  3;2; 1a   


 и  0;3;1 .b 


  
 
Решение 
 
Уравнение плоскости, проходящей через точку  0 2;3; 4 ,M   записывается 

уравнением      2 2 4 0.A x B y C z       Найдем коэффициенты , , .A B C  

Так как искомая плоскость параллельна векторам a


 и ,b


 то в качестве ее 

нормального вектора  ; ;n A B C


 можно взять вектор , .n a b   
 

 Этот вектор 

находится по формуле  
 

, .x y z

x y z

i j k

n a b a a a

b b b

   

 
 

 

 
Подставим координаты векторов и раскроем определитель. Получим 
 

3 2 1 2 9 2 3 9 5 3 9 .

0 3 1

i j k

n i k i j k i j k           

 
      

 

 
Таким образом, 5,A   3,B   9.C    Искомое уравнение плоскости  

есть      5 2 3 2 9 4 0,x y z       т. е. 5 3 9 55 0.x y z      

 
Пример 2 – Даны четыре точки        .0;2;4,7;2;1,7;3;5,5;3;2 DCBА   
Найти: 
1) уравнения прямых ,AD ,BC BD  и указать их направляющие векторы; 
2) величины углов, образованных прямой AD с координатными осями;  
3) угол между прямыми AD и ;BC  
4) уравнение плоскости ABC  и указать ее нормальный вектор; 
5) уравнение прямой, проходящей через точку D  перпендикулярно плос-

кости ;ABC  
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6) уравнение плоскости, проходящей через точку С  перпендикулярно пря-
мой ;AD   

7) синус угла между прямой AD  и плоскостью ;ABC  

8) косинус угла между координатной плоскостью xOy  и плоскостью ;ABC  
9) уравнение плоскости α,  параллельной прямой ,BD  и проходящей через 

точки A  и ;C  
10) расстояние от точки D  до плоскости .ABC  
 
Решение 
 
1 Канонические уравнения прямой, проходящей через две точ- 

ки  1111 ;; zyxM  и  ,;; 2222 zyxM  где 212121 ,, zzyyxx  , имеют вид: 
 

.
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx












 

 

Тогда 
50

5

32

3

24

2










 zyx

 или 










5

5

1

3

2

2 zyx
уравнение пря- 

мой ;AD     5;1;21s


направляющий вектор прямой .AD  

Аналогично получаем 










14

7

1

3

4

5 zyx
 уравнение прямой ;BC  

   14;1;42s


 направляющий вектор прямой ;BC 










7

7

1

3

1

5 zyx
 

уравнение прямой ;BD      7;1;13s


 направляющий вектор прямой .BD  
2 Направление прямой задает ее направляющий вектор. Углы α, β  и γ, об-

разованные эти вектором соответственно с координатными осями OyOx,   
и ,Oz  находятся по формулам 

 

cosα ; cosβ ; cos γ .yx z
aa a

a a a
      

 
Так как для направляющего вектора  5;1;21 s


 прямой AD  его мо- 

дуль     ,30512 222

1 s


то косинусы углов  
 

2 1 5
cosα ; cosβ ; cos γ .

30 30 30

 
    

 
3 Косинус угла между прямыми находится по формуле 
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1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cosφ .
m m n n p p

m n p m n p

 


   
 

 
Значения 1 1 1; ;m n p  и 2 2 2; ;m n p  являются координатами направляющих векторов 
прямых:  1111 ;; pnms 


 и  2 2 2 2; ; .s m n p


 

Для данных прямых AD и BC   5;1;21  ADs


 и  ,14;1;42  BCs


 
тогда 

 

       2 2 2 22 2

8 1 70 77 77
cosφ ;

30 213 3 7102 1 5 4 1 14

77 77
φ arccos π arccos .

3 710 3 710

    
  

       

 
   

 

 

 
4 Уравнение плоскости, проходящей через точки  ,;; 1;1;11 zyxP   2;2;22 ;; zyxP  

и  ,;; 3;3;33 zyxP  имеет вид: 
 

.0

131313

121212

111






zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

 

 
Тогда  

,0

211

1203

532

573221

573325

532










 zyxzyx

 

 
или         3 5 12 3 12 2 6 3 0,z y x y         4 2 7 0.x y z     

Таким образом,  0724 zyx общее уравнение плоскости ,ABC   
а вектор    1;2;4n


нормальный вектор плоскости .ABC  

5 Уравнение прямой, проходящей через точку D перпендикулярно плос-
кости ,ABC  имеет вид: 

 

,444

C

zz

B

yy

A

xx 






 

 
где    ; ; 4; 2; 1n A B C  


.  Следовательно, .1,2,4  CBA   

Тогда каноническое уравнение искомой прямой имеет вид: 
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4 2

.
4 2 1

x y z 
 


 

 
6 Так как искомая плоскость перпендикулярна прямой ,AD  то направля-

ющий вектор этой прямой является нормальным вектором плоскости. Значит, 
 1 2; 1; 5n s   

 
 –  нормальный вектор плоскости. 

Уравнение плоскости, проходящей через точку  0 0 0 0; ;M x y z перпендику-

лярно вектору  ,;; CBAn 


 имеет вид: 
 

      .0000  zzCyyBxxA  
 

Следовательно, искомое уравнение      2 1 1 2 5 7 0x y z       или 
.03552  zyx  

7 Синус угла между прямой и плоскостью находится по формуле 
 

2 2 2 2 2 2
sinφ .

Am Bn Cp

m n p A B C

 


   
 

 
Значения ; ;A B C  являются координатами нормального вектора n


 плоско-

сти,   ; ;n A B C


; значения ; ;m n p   определяют направляющий вектор s


пря-

мой,  .;; pnms 
  

Для плоскости ABC     ;1;2;4;;  CBAn
  для прямой AD

   .5;1;2;;  pnms
  

Тогда получим 
 

     
     2 2 22 2 2

4 2 2 1 1 5 5 5
sin φ .

30 21 3 702 1 5 4 2 1

       
  

        
 
8 Угол φ  между плоскостями 01111  DzCyBxA   

и 02222  DzCyBxA  с нормальными векторами 
1n
  и 

2n
  соответственно 

определяется по формуле 
 

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 2 2

cosφ .
n n A A B B C C

n n A B C A B C

  
 

    

 
   

 
Нормальный вектор плоскости – это любой ненулевой вектор, лежащий на 

прямой, перпендикулярной к данной плоскости. На координатной прямой ,Oz
перпендикулярной плоскости ,xOy  лежит единичный вектор .k


 Значит,  
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для координатной плоскости xOy нормальным вектором является век- 
тор  .1;0;01 n

  Для плоскости ABC  нормальный вектор имеет вид 
 .1;2;42 n


Тогда 

  
 

 
1 2

22 2 2 2 2
1 2

0 4 0 2 1 1 1
cosφ .

210 0 1 4 2 1

n n

n n

     
  

     

 
   

 
9 Уравнение плоскости, проходящей через точки  1111 ;; zyxM   

и  2222 ;; zyxM , и параллельной прямой  ; ;x y za a a a


 имеет вид: 

 

.0121212

111




zyx aaa

zzyyxx

zzyyxx

 

 
Так как искомая плоскость проходит через точки    7;2;1,5;3;2 CA  

и параллельна вектору  ,7;1;1 BD  то 
 

2 3 5

1 1 2 0.

1 1 7

x y z  
  
 

 

 
Тогда            7 2 5 2 3 5 7 3 2 2 0.x z y z y x              

Преобразовав последнее уравнение, получим  0555 yx уравнение 
плоскости α. Его можно упростить: .01 yx  

10 Расстояние от точки  0000 ;; zyxM  до плоскости 0 DCzByAx
находится по формуле 

 

.
222

000

CBA

DCzByAx
d




  

 
Так как  0;2;4D  и плоскость ABC ,0724  zyx  то находим  

расстояние: 
 

 
 

.
21

5

21

5

124

7012244
222





d  

 
 

5 Кривые второго порядка на плоскости 
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Общее уравнение кривых второго порядка имеет вид:  
 

2 2 2 2 20 , где 0.Ax Bxy Cy Dx Ey F A B C          
 

К кривым линиям второго порядка относятся окружность, эллипс, гипер-
бола и парабола. 

Окружностью называется множество точек плоскости, равноудаленных от 
одной и той же точки – центра окружности.  

Каноническое уравнение окружности имеет вид    2 2 2 ,x a y b R     где 

a  и b координаты центра окружности, R радиус окружности. 
 
Пример 1 – Доказать, что уравнение 2 2 4 2 4x y x y     является уравне-

нием окружности. Найти ее центр и радиус. 
 
Решение 
 

Заданное уравнение приведем к виду    2 2 2.x a y b R     Сгруппируем 

слагаемые:    2 24 2 4 0.x x y y      Дополним выражения в скобках до 

квадрата разности и суммы:    2 24 4 4 2 1 1 4 0,x x y y          получим 

уравнение    2 2
2 1 9.x y     Кривая является окружностью с центром  2; 1O   

и радиусом 3.R   
Эллипсом называется множество точек плоскости, сумма расстояний каж-

дой из которых от двух данных точек, называемых фокусами, есть величина 
постоянная, равная 2a  (рисунок 3). 

Каноническое уравнение эллипса имеет вид 
2 2

2 2
1

x y

a b
  , где a  и b  –

полуоси эллипса. Число a  называется большой полуосью эллипса, число b 
малой полуосью эллипса.    1 2;0 , ;0F c F c   фокусы. Между ,a b  и c  суще-

ствует соотношение 2 2 2.a b c   Эксцентриситет эллипса есть отношение 

ε .
c

a
  

 
 

Рисунок 3 
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Пример 2 – Найти координаты фокусов эллипса и его эксцентриситет, если 

уравнение эллипса имеет вид 
2 2

1.
7 2

x y
   

 
Решение 
 

Уравнение имеет канонический вид, 2 7,a  2 2,b   
2 2 2 5.c a b    Тогда 

1,2 5,c    значит,  1 5;0 ,F    2 5;0 .F  Эксцентриситет 5 5
ε .

77

c

a
    

 
Пример 3 – Доказать, что уравнение 2 22 3 60 0x y    является уравне- 

нием эллипса. Найти оси, фокусы и эксцентриситет этого эллипса. 
 

Решение 
 
Приведем уравнение к каноническому виду: 
 

2 2

2 2

2 2

2 3 60 0;

2 3
1;

60 60

1.
30 20

x y

x y

x y

  

 

 

 

 
Тогда 30a  большая полуось, 20b  малая полуось. 

Найдем координаты фокусов: 2 2 2 ,c a b   30 20 10,c      1 10 ;0 ,F   

 2 10 ;0 .F  Эксцентриситет 10 1 3
ε .

3 330

c

a
     

 
Гиперболой называется множество всех точек плоскости, для которых мо-

дуль разности расстояний от двух точек, называемых фокусами, есть величина 
постоянная и меньшая, чем расстояние между фокусами (рисунок 4).  
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Рисунок 4 
 

Каноническое уравнение гиперболы имеет вид 
2 2

2 2
1.

x y

a b
   Число a  назы-

вается действительной полуосью, число b мнимой полуосью. Между , иa b c  

существует соотношение 2 2 2.c a b   Эксцентриситетом гиперболы называется 

отношение ε 1.
c

a
   Эта величина характеризует форму гиперболы. Гипербола 

имеет две асимптоты .
b

y x
a

    

 
Пример 4 – Составить каноническое уравнение гиперболы, если 2 14.a   
 
Решение 
 

Так как 2 14a  , то 7a  . Из равенства ε
c

a
  найдем 

9
ε 7 9.

7
c a       

Тогда 2 2 2 81 49 32.b c a      Уравнение гиперболы имеет вид 
2 2

1.
49 32

x y
   

 
Пример 5 – Доказать, что уравнение 2 22 5 10 0x y    является уравнени-

ем гиперболы. Найти оси, фокусы, эксцентриситет и уравнения асимптот. 
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Решение 
 
Приведем уравнение к каноническому виду: 
 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 5 10 0;

2 5 10;

2 5
1;

10 10

1.
5 2

x y

x y

x y

x y

  

 

 

 

 

 

Из канонического уравнения данной гиперболы 
2 2

1
5 2

x y
   получаем, что 

5a   действительная полуось, 2b   мнимая полуось.  

Так как 2 2 2 ,c b a   то 5 2 7.c     Тогда  1 7 ;0 ,F    2 7 ;0F  фо-

кусы гиперболы. Эксцентриситет гиперболы 
7 7

ε .
55

c

a
     

Асимптоты имеют уравнения 
2

.
5

y x   

Параболой называется множество точек плоскости, каждая из которых 
одинаково удалена от данной точки ,F  называемой фокусом, и от данной пря-
мой, не проходящей через данную точку, называемой директрисой (рисунок 5).  

 

 
Рисунок 5 
 
Каноническое уравнение параболы имеет вид 2 2 ,y px  где p расстояние 
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от фокуса до директрисы. Фокус параболы имеет координаты ;0 .
2

p
F  
 
 

 Дирек-

триса параболы определяется уравнением .
2

p
x    Расстояние r  от любой точ-

ки  ;M x y параболы до фокуса определяется формулой .
2

p
r x   Для каждой 

из точек параболы расстояние до фокуса равно расстоянию до директрисы. 
 
Пример 6 – Найти координаты фокуса и уравнение директрисы параболы 

2 5 .y x  
 
Решение 
 

Так как уравнение параболы имеет вид 2 2 ,y px   то запишем уравнение 

2 5y x  в виде 2 5
2 ,

2
y x    

 
 тогда 

5
.

2
p   Уравнение директрисы 

5
.

2 4

p
x      

Координаты фокуса 
5

;0 ;0 .
2 4

p
F F      
   

 

 
 
6 Линейные операторы 
 
Если в линейном пространстве V каждому вектору v


 по некоторому пра-

вилу A  поставлен в соответствие вектор u


 этого же пространства, то говорят, 
что в данном пространстве задана векторная функция векторного аргумента: 

 u A v
 

 или .u Av
 

  

Эта функция называется линейным преобразованием, если для неё выпол-
нены свойства линейности: 

 
     
   

1 ;

2 λ λ , λ .

A v w A v A w

A v A v R

  

 

   

   

 
Линейное преобразование также называют линейным оператором. 
 
Пример 1 – Доказать, что функция векторного аргумента   2A v v

 
 явля-

ется линейным преобразованием. 
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Решение 
 
Доказательство состоит в проверке свойств линейности:  
 

       

           

2 2 2 ;

2 2 2 2 .

A v w v w v w A v A w

A v v v v v A v

      

            

       

     
 

 
Таким образом,   2 .A v v

 
 

Если задан какой-либо базис, то линейное преобразование удобнее пред-
ставить в матричном виде. Для записи оператора в виде матрицы применяется 
общее правило: чтобы записать матрицу линейного преобразования в n -мерном 
базисе  1 2 3; ; ; ; ,ne e e e

     нужно последовательно и строго по порядку применять 

данный оператор к базисным векторам, а результаты заносить в столбцы мат-
рицы (слева направо). 

Применим линейное преобразование   2A v v
 

 к первому базисному век-

тору .i


      2 1;0 2;0A i   


. Запишем результат в первый столбец:
2

.
0

A
 

   
  

Для второго базисного вектора j


 получим      2 0;1 0;2A j   


 и запи-

шем полученные координаты во второй столбец: 
2 0

.
0 2

A
 

  
 

  

Матрица A  является матрицей линейного преобразования   2A v v
 

  

в базисе  ; .i j
 

 

Так как любая точка плоскости  0 0;M x y  однозначно определяется ее ра-

диус-вектором  0 0; ,OM x y


 где O  начало координат, то матрица преобразова-

ния применима и к координатам точек.  
Например, точка  1; 5M   при применении линейного преобразования 

  2A v v
 

 переходит в точку  2; 10 .M    
 

 
 

2 1 0 52 0 1 2

0 1 2 50 2 5 10

          
                  

. 

 
Пример 2 – В аффинном базисе задано линейное преобразование 

1 3
.

1 2
A

  
  
 

 Найти образ точки  3;2M   и, используя обратное преобразова-

ние, выполнить проверку. 
 
Решение 
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Исходная точка  0 0;M x y  является прообразом точки  0 0;M x y   , которая 

должна получиться. Ее называют образом. Найдем 0x и 0y  . 
 

0 0

0 0

1 3 3 3
.

1 2 2 1

x x
A

y x

             
                      

 

 
Таким образом, линейное преобразование перевело точку  3;2M   в точку 

 3; 1 .M    

Одно и то же линейное преобразование в разных базисах в общем случае 
имеет разные матрицы. 

 

Пример 3 – В базисе  1 2;e e
 

 задано линейное преобразование 
1 0

.
0 2

 
 
 

 

Найти матрицу данного преобразования в базисе  1 2; ,e e  если 1 1 2

2 1 2

2 5 ;

2 .

e e e

e e e

   
    

  
    

 
Решение 
 
Составим матрицу T перехода от базиса  1 2;e e

 
 к базису  1 2; .e e   Коэффи-

циенты разложения вектора 1e


 записываем в первый столбец, а коэффициенты 

разложения вектора 2e


 – во второй. Получаем матрицу 
2 1

.
5 2

T
  

  
 

 

Для нахождения матрицы данного преобразования в новом базисе исполь-
зуем формулу 1 .A T A T     

Находим обратную матрицу для матрицы :T  1 2 1
.

5 2
T   

    
 

Находим произведение матриц 1 .T A  Получим 
 

1 2 1 1 0 2 2
.

5 2 0 2 5 4
T A      

               
 

 
Находим матрицу рассматриваемого линейного преобразования в новом 

базисе: 
 

 1 1 2 2 2 1 6 2
.

5 4 5 2 10 3
A T A T T A T                              

 

7 Задания для самостоятельной работы 
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1 Найти матрицу 3 ,AB B если 

1 4 3 5 2 1

2 1 5 , 4 3 2 .

3 2 1 2 1 5

A B

   
       
   
   

  

Ответ: 

12 11 21

12 3 23 .

19 10 3

 
 
 
  

 

2 Вычислить определитель третьего порядка 

4 5 7

1 4 9 .

4 1 5





  

3 Вычислить определитель четвертого порядка 

3 3 5 8

3 2 4 6
.

2 5 7 5

4 3 5 6

 
 

 
 

 

4 Найти матрицу, обратную матрице 

4 5 7

1 4 9 .

4 0 5

A

 
   
  

 Сделать проверку. 

Ответ: 1

20 25 17
1

41 48 29 .
13

16 20 11

A

  
    
   

 

5 Найти ранг матрицы 

2 1 3 0

1 4 2 1

3 2 2 6

8 5 7 12

A

 
 
 
 
 
 

методом элементарных преобра-

зований. 
6 Решить по формулам Крамера системы линейных алгебраических  

уравнений: 

а) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 3;

4 4;

4 3 2 5.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

       б) 
1 2 3

1 2 3

1 2

2 3 6;

4 5 6 9;

7 8 6.

x x x

x x x

x x

  
   
   

 

Ответ: а)  1; 3; 5 ; б)  2;1; 2  
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7 Решить методом Гаусса системы линейных алгебраических уравнений:  

а) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

8 7 3 18;

7 4 4 11;

6 5 4 15.

x x x

x x x

x x x

  
    
    

    б) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2;

2 3 2 2;

3 8.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

 

Ответ: а)  5; 1; 5 ;   б) 1;2;3 . 

8 Решить матричным способом, записав систему в матричной форме, си-
стемы линейных алгебраических уравнений: 

а) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 5;

2 6;

5 0 3.

x x x

x x x

x x x

  
   
    

    б) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2;

5 3 14;

2 2 5.

x x x

x x x

x x x

  
   
   

 

Ответ:    2;1; 1 ; 2; 5; 3 .   

9 Даны векторы 1 1 2 2 3 3 3, , .a x i y j b y j z k c x i y j z k      
      

  
Найти:  

а) координаты вектора 
1

,
2

a b c 
 

 если 2 3 ,a i j 
 

 3 2 ,b j k  
 

;c i j k  


 

б) разложение вектора 2a b c 
 

 по базису , , ,i j k
 

 если 2 3 5 ,a i j k  
 

6 3 2 ,b i j k  
  

 ;c i j k  


 

в) направляющие косинусы вектора 4 4 4 2 .n i j k  


  

Ответ: а) 
11

3; ; 0 ;
2

 
 
 

б) 2 6 2 5 ;a b c i j k    
   

в) 
1 1

cosα , cosβ ,
2 2

 

2
cosγ .

2
   

10 Даны векторы 1 1 1 2 2 2 3 3 3, , .a x i y j z k b x i y j z k c x i y j z k        
         

  
Найти: 

а) длину вектора 2 3 ,a b c 
 

если 3 2 ,a i j k  
 

4 2 ,b i j k  
  

3 2 ;c i j k  
 

 

б) скалярное произведение векторов 4 2a i j k  
 

и 2 2 ;b i j k  
  

 

в) угол между векторами 3 4 5 и 4 5 3 ;a i j k b i j k     
   

 

г) векторное произведение векторов 4 8 8a i j k   


 и 4 3 2b i j k  
 

 и 
синус угла между ними;  

д) смешанное произведение  a b c 
 

 и  a b c 
 

векторов 

3 2 ,a i j k  


 2 7 4b i j k  
 

 и 2 .c i j k  
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Ответ: а) 133; б) 3;  в) 
7

φ arccos ;
50

  г)   5
40; 40; 20 , ;

29
  д)  a b c  

 
 

 46 29 12 , 7 7 7 .i j k a b c i j k         
    

 

11 Найти скалярное произведение векторов 2c a b  
 

и ,d a b 
 

 если 

4 2 , 8a b 


и векторы a


 и b


образуют угол φ .
4


   

Ответ:  ; 32.c d  


 

12  Даны три вектора      3; 2; 1 , 1; 1; 2 , 2; 1; 3 .p q r      
  

  

Найти разложение вектора  11; 6; 5a  


 по базису , , .p q r
  

  

Ответ:  2; 3;1 .a  


 

13 Даны вершины треугольника      1 1 1 2 2 2 3 3 3; ; , ; ; , ; ; .A x y z B x y z C x y z  

Найти: 
а) длины сторон треугольника и внутренние углы, если 

     1;1; 1 , 2; 3;1 , 3; 2;1 ;A B C  

б) проекцию вектора a b


на вектор ,c


 если  3; 6; 1 ,a   


 

   1; 4; 5 , 3; 4;12 .b c   
 

 

Ответ: а) 3, 3, 2 ; 76 , 76 , 27 ;      б) 4.   

14 Даны точки        1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4; ; , ; ; , ; ; , ; ; .A x y z B x y z C x y z D x y z  

Требуется: 
а) найти площадь треугольника ,ABC  если  1; 2; 3 ,A  2; 4;1 ,B   

   7; 6; 3 , 4; 3; 1 ;C D    

б) найти объем пирамиды с вершинами в точках    0; 0;1 , 2; 3; 5 ,A B  

   6; 2; 3 , 3; 7; 2 ;C D  

в) вычислить длину высоты, опущенной из вершины A  на грань ,BCD  ес-

ли точки        5; 4; 8 , 2; 3;1 , 4;1; 2 , 6; 3; 7A B C D  являются вершинами пи-

рамиды; 

г) определить, образуют ли векторы , ,AB AC AD
  

базис в пространстве. 
Ответ: а) 14; б) 20;в) 11;  г) образуют. 
15 Даны вершины треугольника      1 1 2 2 3 3; , ; , ; .A x y B x y C x y  

Найти:  
а) уравнения сторон треугольника, если      4; 6 , 4; 0 , 1; 4 ;A B C    

б) уравнение высоты ,BH если      3; 2 , 5; 2 , 0; 4 ;A B C   

в) уравнение медианы AM и ее длину, если      2; 2 , 3; 5 , 6;1 ;A B C  

г) найти угол φ  при вершине ,A  если      1; 3 , 3; 2 , 5; 3 ;A B C   

д) уравнение прямой, проходящей через вершину  параллельно сторо- 
не ,AB  если      .3;4,2;3,1;3  CBA  
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Ответ: а) 3 4 12 0, 2 2 0, 4 3 16 0;x y x y x y           б) ;01123  yx  

в) ;
2

55
,062  yx  г) ;

41

414
arccos  д) .0102  yx  

16 Составить уравнение биссектрисы внутреннего угла A  треугольника 
ABC  с вершинами      1; 2 , 5;4 , 2;0 .A B C   

Ответ: .035  yx  
17 Найти расстояние между параллельными прямыми 01043  yx  и 

.02543  yx  

18 Даны четыре точки  1 1 1; ; ,A x y z   2 2 2; ; ,B x y z   3 3 3; ; ,C x y z  

 4 4 4; ; .D x y z   

Найти:  
а) уравнение прямой AB  и указать ее направляющий вектор, если 

 0; 3; 4 ,A    1; 0; 2 ;B   

б) величины углов, образованных прямой AB  с координатными осями;  
в) угол между прямыми иAD BC , если  0;0; 1 ,A   5;7; 3 ,B   3;7; 5 ,C 

 1; 3;1 ;D  

г) уравнение плоскости ABC  и указать ее нормальный вектор, если 
     1;1; 2 , 1;1; 3 , 2; 2; 4 ;A B C   

д) уравнение прямой, проходящей через точку  3; 3; 5D   перпендикуляр-

но плоскости ;ABC  
е) уравнение плоскости, проходящей через точку  3; 1; 2C   перпендику-

лярно прямой ;AD  
ж) синус угла между прямой AD  и плоскостью ;ABC  
з) косинус угла между координатной плоскостью xOy  и плоскостью ;ABC  
и) уравнение плоскости α,  параллельной прямой BD  и проходящей через 

точки A  и ,C  если        3; 3; 0 , 2; 5; 2 , 3;1; 2 , 4;1; 3 ;A B C D    

к) расстояние от точки  4;1; 3D  до плоскости .ABC  

Ответ: а)  3 4
, 1; 3; 2 ;

1 3 2

x y z
s

 
    

 


б) 
1 3

cosα ; cosβ ;
14 14


   

2
cosγ ;

14


 в) 

3
;

2 7
 г)  3 5 6 20 0, 3; 5; 6 ;x y z n    


 д) 

3 3

3 5

x y 
   

5
;

6

z 
  е) 3 2 4 0;x y z    ж) 

15
;

7 5
 з) 

3 70
;

35
и) 4 2 15 0;x y z      

к) 
3 70

.
14

 

19 Найти канонические уравнения прямой 
2 5 3 0;

3 2 4 2 0.

x y z

x y z
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Ответ: 
4 5

.
6 7 1

x y z 
 


 

20 Эллипс касается оси ординат в начале координат, а центр симметрии 
его находится в точке  5;0 . Составить уравнение эллипса, если его эксцентри-

ситет равен 0,6.  

Ответ: 
 2 25

1.
25 16

x y
    

21 Асимптоты гиперболы имеют уравнения 3 4 0,x y   а фокусы лежат на 
оси Oy  и расстояние между ними равно 20. Написать каноническое уравнение 
гиперболы и начертить ее. 

Ответ: 
2 2

1.
64 36

x y
    

22 Составить уравнение параболы и ее директрисы, если парабола прохо-
дит через точки пересечения прямой 0x y   и окружности 2 2 4 0x y x    и 
симметрична относительно оси .Oy   

Ответ: 2 2 ; 2 1 0.x y y     
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