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Структура по Прандтлю – Карману решения задачи  
о динамическом турбулентном пограничном слое  

 
В. Н. Лаптинский  

 
В рамках теории Прандтля установлены структура и структурные свойства 

решения задачи о динамическом турбулентном пограничном слое.  
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Structure according to Prandtl-Karman of solution  
to the dynamic turbulent boundary layer problem 

 
V. N. Laptinskiy 

 
Within the framework of Prandtl's theory, the structure and structural properties of 

the solution to the problem of a dynamic turbulent boundary layer are established. 
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Исследуется система соотношений  
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представляющая собой задачу Прандтля о динамическом турбулентном погра-
ничном слое конечной толщины ( )xδ  в случае стационарного плоского течения 
несжимаемой жидкости (см., например, [9, с. 521], [1, с. 368]), при этом в тур-
булентном напряжении трения l tτ = τ + τ  турбулентная составляющая ,tτ  со-
гласно Прандтлю, принята в виде  
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где l xu yτ = μ∂ ∂  – ламинарная составляющая напряжения трения. Искомыми 
величинами являются функции ( )xδ  и ( )0 xτ  – касательное напряжение.  
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В случае ламинарного течения в работе [7] по методу [6] получены точ-
ные формулы для ( ),xδ  ( )0 .xτ  В работе [3] тем же методом с учетом (4) выве-
дены соотношения 
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Как и задача [7], эта задача относится к обратным задачам газо- и гидро-
динамики, теплофизики. Она гораздо сложнее, чем задача [7], даже с учетом 
гипотезы Прандтля; это проявляется в соотношениях (5), (6) присутствием не-
линейного интегрального функционала (функционала Прандтля) 
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где ( ) ( ) ,f s df s ds′ =  ( )f s  – полуэмпирическая функция автомодельного типа, 
определяемая по соответствующему профилю скоростей [8, 9 и др.] 

( ) .n
xu U y= δ  

Согласно методикам [4], [6], аналогом функции ( )f y δ  является вспомо-
гательная функция ( , );x yψ  ее построение связано с громоздкими выкладками. 
Поэтому присутствие функционала (7) не позволяет считать соотношения (5), 
(6) ключом к решению задачи (1)–(3), а рассматривать их как ее промежуточное 
решение. В [2] этот функционал исключен из этих соотношений, но с использо-
ванием эмпирически определяемого сопротивления трения пластины конечной 
длины.  

В связи с отмеченным возникает задача изучения структуры и структур-
ных свойств функций ( ),xδ  ( )0 .xτ  В данной работе, являющейся продолжени-
ем [2–4] и развитием [5–7], эта задача исследуется на основе формулы Прандт-
ля и формализованного соотношения Кармана [1, 8, 9]: 
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Следуя методу [6], на основе (1)–(3), (8) с использованием величины 
ударной вязкости пограничного слоя имеем структуру функций ( ),xδ  ( )0 xτ  
в следующем виде:  
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здесь ( ),c c xτ τ=  ( ),l lc c x=  ( )t tc c x=  – структурные функции, определяемые на 
основе безразмерных интегральных средних на промежутке ( )0, xδ⎡ ⎤⎣ ⎦  соответ-
ственно напряжений трения , , .l tτ τ τ  Заметим, что величины δ, 0 ,τ  ,hδ  hτ  связа-
ны соотношением 
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Формула (14) относится к структурным свойствам решения задачи (1)–(3) 

в рамках гипотезы Прандтля (8).  
Установим структуру и структурные свойства по Прандтлю – Карману 

решения задачи (1)–(3). На основе (10), (11) получим уравнение 
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Аналогично из (11), (14) имеем следующее уравнение: 
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его частный интеграл имеет вид 
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Далее с помощью (9), (11) получим уравнение 

2

1 1

2d U h
dx U

τ⎛ ⎞ ′δ α
+ + δ =⎜ ⎟α α⎝ ⎠

 

и его соответствующее решение 
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В работе функция ( )xδ  подчинена условию ( )0 0,δ =  принятому в клас-
сической теории пограничного слоя [1, 8, 9 и др.]. 

Формулы (16), (17) дают соотношение, связывающие структурные функ-
ции ,hδ  ,hτ  ,lс  
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Используя (14), (15), получим 

 

1
2

2 1 1
0

1 0

2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
( )

x
r r

l
l

x x U x U s c s ds
c x

− + −⎛ ⎞μ ν
δ τ = ⎜ ⎟α⎝ ⎠

∫  (19) 

Теперь на основе (10)–(13) выводим формулу, определяющую идеальную 
ударную вязкость пограничного слоя, 
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Соотношения (10), (11) определяют структуру по Прандтлю функций 
( ),xδ  ( )0 .xτ  Формулы (18)–(21) представляют собой их структурные свойства 

по Прандтлю – Карману. 
Заметим, что поверхностное натяжение и ударная вязкость имеют одина-

ковую размерность, однако они различные по физическому смыслу. 
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Очевидно, на основе (9)–(11) круг структурных свойств типа (19), (20) 
решения задачи Прандтля может быть формально расширен, однако соотноше-
ния (5), (6) более продуктивны в этом смысле, поскольку изначально на осно-
вании [6] информативно полнее. 
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