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Аннотация 
Предложены математическая модель и методика проведения имитации испытаний автомобиля при 

выполнении манёвра «переставка». На примере грузового автомобиля проведено исследование его 
управляемости и устойчивости. Приведены полученные графики, иллюстрирующие изменение парамет-
ров и характеристик движения в широком диапазоне скоростей.  
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Abstract 
A mathematical model and a technique for simulating vehicle testing during the evasive maneuver called 

«elk test» are proposed. A truck of the  category was taken as an example and its drivability and stability were 
studied. The resulting graphs are presented, which illustrate changes in the parameters and characteristics of 
truck motion over a wide range of speeds. 
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Управляемость и устойчивость – 
важнейшие свойства автомобиля, ока-
зывающие существенное влияние на 
безопасность движения и возможность 
реализации высокой скорости и произ-
водительности при выполнении транс-
портной работы. Методики определения 
характеристик и параметров оценки 

функциональных свойств управляемо-
сти и устойчивости автомобиля подроб-
но рассмотрены в [1–3]. 

Технические требования к 
управляемости и устойчивости авто-
транспортных средств изложены  
в ГОСТ 31507–2012 [4]. В нём деталь-
но рассмотрены методы проведения ис-
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пытаний по определению характеристик 
и оценочных показателей качества и 
эффективности управления. Предусмот-
рено множество типовых тестовых ис-
пытаний. Показатели и характеристики 
исследуемых свойств определяются в 
критических (нештатных) режимах 
движения автомобиля, подвергаемого 
испытаниям, с выполнением соответ-
ствующих маневров: смена полосы 
движения («переставка»), вход в пово-
рот, рывок руля и др.  

При создании нового автомобиля 
необходимо иметь возможность прогно-
зирования показателей и характеристик 
управляемого движения. Далее будет 
изложена методика имитационного мо-
делирования тестового режима испыта-
ний «переставка», предназначенного 
для определения максимальной скоро-
сти мmaxv , при которой еще возможно 

выполнение данного маневра при со-
хранении устойчивого и управляемого 
движения без бокового опрокидывания 
и заноса мостов автомобиля. Получен-
ное значение мmaxv  сравнивается с 

нормативным значением скорости вы-
полнения исследуемого маневра мv . 

Значения мv  для различных категорий и 
типов автомобилей, схема маршрута 
движения «переставка м20п s » и ме-
тодика проведения испытаний приведе-
ны в [4].  

 
Цель исследования 

 
На основе математического моде-

лирования на начальной стадии проек-
тирования автомобиля оценить возмож-
ности прогнозирования параметров и 
характеристик управляемого и устойчи-
вого движения на режиме «переставка».  

 
Методика исследования 

 
Исследования проведем на приме-

ре грузового автомобиля. Рассмотрим 
криволинейное движение автомобиля 
при смене полосы движения с правого 

ряда в левый на плоскости дороги. Для 
адекватного отображения физических 
свойств объекта исследования и его 
взаимодействия с внешней средой ис-
пользуем многомерную динамическую 
модель, представленную на рис. 1, а, б.  

Введем две системы координат: 
неподвижную XOY  – в плоскости до-
роги и подвижную xyz , связанную с ав-
томобилем. Ось x подвижной системы 
координат совместим с продольной 
осью автомобиля АВ, ось y перпендику-
лярна ей, а ось z направлена вверх по 
отношению к опорной поверхности  
(см. рис. 1, а, б). 

В динамической модели на рис. 1, а 
выделены подрессоренная и неподрессо-
ренная массы пm  и нm . Их взаимодей-
ствие осуществляется посредством упру-
гих и диссипативных элементов подвес-
ки. Наличие подвески требует учета 
наклонов подрессоренной массы кузова 
относительно неподрессоренной. Для 
этого используем угловую координату 
поперечного крена кузова кр . Крен 

происходит под действием боковой силы 
инерции подрессоренной массы пjF


, 

приложенной в ее центре масс пC .  

Подрессоренная масса пm  нахо-
дится в динамическом равновесии под 
действием следующей системы сил и 
моментов: силы тяжести подрессорен-
ной массы gm


п ; силы инерции 

yj amF


пп  ; инерционного момента 

крп  




JM j ; суммарных вертикаль-

ной нzF


 и боковой yFн


 реакций не-

подрессоренной массы нm  в точке N 
оси крена и суммарного реактивного 
момента упругих элементов подвес- 
ки рM


. Значение реактивного момента 

определяется из выражения 
 

кр21р2р1р )(   ccMMM ,  (1) 

 

где 21,  cc  – коэффициенты угловой 
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жёсткости передней и задней подвесок, 
определяемые по формуле 

 
2
ррр5,0 iii Bcc  ;             (2) 

 

icр  – коэффициент жёсткости упругого 

элемента подвески i-го моста при вер-

тикальной деформации, Н/м; iBр  – рас-

стояние между упругими элементами 
(рессорная база), м; р  – коэффициент, 

учитывающий увеличение жёсткости 
упругого элемента при его скручивании 
в поперечной плоскости автомобиля, 

25,105,1р  .  

 
 

 

 
Рис. 1. Динамическая модель для исследования управляемости и устойчивости движения  

автомобиля при выполнении маневра «переставка»: а – взаимодействие подрессоренной и неподрессоренной масс;  
б – взаимодействие с опорной поверхностью дороги 

 
 

В плоскости дороги (см. рис. 1, б) 
на колеса автомобиля воздействуют 
продольные в1xR


, н1xR


, в2xR


, н2xR


  

и поперечные (боковые) в1yR


, н1yR


, 

в2yR


, н2yR


 реакции (индексом «в» обо-

значены внутренние колеса по отноше-
нию к мгновенному центру поворо- 

та O , а индексом «н» – наружные).  
Углы поворота обоих управляемых ко-
лес при выполнении маневра «перестав-
ка» сравнительно невелики (в преде- 
лах 4…6 град), поэтому примем их оди-

наковыми:  нв . Так как шины 
обладают упругими свойствами, то под 
действием силы инерции jcF


 происхо-

дит их деформация – продольная и по-
перечная и возникает боковой увод пе-
редних и задних колес ув1  и ув2 .  

Предположим, что векторы про-
дольных и поперечных реакций левых и 
правых колес одинаковы. Суммируем 
их и приложим соответственно в точ- 
ках А и В переднего и заднего мостов.  
В результате вектор скорости Av


 точ- 

ки А переднего моста направлен под уг-

а) б)
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лом )( ув1  относительно оси Cx ,  

а вектор скорости Bv


 точки В заднего 

моста – под углом ув2 . 

На основе динамических моделей 

(см. рис. 1, а, б) составим систему диф-
ференциальных уравнений, описываю-
щих процесс движения автомобиля при 
выполнении маневра «переставка»: 

 
 







































,/))()()((

;/))()())sin(/)cos(((

;/))cos()cos()sin()sin((

;/)/)cos(

)cos()cos()sin()sin((

;/)/)sin(

)sin()sin()cos()cos((

н.мн.мн.м2н.м1кр21кр21н.м

пкр21кр21кркр
2

пкр

ув222ув111ув222ув111

а
2

а

ув22ув11ув22ув11

а
2

а

ув22ув11ув22ув11

Jccccdtd

JccgKhmdtd

JlRlRlRlRdtd

vmKm

RRRRdtdv

vmKmFF

RRRRdtdv

trz

zyyxxz

zxtrz

yyxxy

zytrzw

yyxxx

  (3) 

 
где аm  – полная масса автомобиля, кг; 

xv , yv  – проекции скорости центра 

масс С на оси координат x и y, м/с;  

z  – угловая скорость вращения авто-
мобиля относительно вертикальной  
оси z, рад/с; кр  – угловая скорость 

крена подрессоренной массы, рад/с; 

н.м  – угловая скорость поворота не-

подрессоренной массы в вертикальной 
поперечной плоскости, рад/с; F  – сум-

марное дорожное сопротивление, Н;  

wF  – сила сопротивления воздуха, Н; 

trK  – кривизна траектории движения 

центра масс автомобиля, 1/м;   – угол 
отклонения вектора скорости центра 
масс Cv


 от продольной оси x, рад;  

zJ  – момент инерции полной массы ав-
томобиля относительно вертикальной 
оси z, кг∙м2; пJ  – момент инерции 

подрессоренной массы пm  относитель-

но оси крена N, кг∙м2; н.мJ  – момент 

инерции неподрессоренной массы нm  
относительно продольной оси x, кг∙м2;  

1 , 2  – коэффициенты сопротив-

ления амортизаторов подвески, Н∙с/м; 

н.м1c , н.м2c  – коэффициенты угловой 

жесткости шин, Н∙м. 
Значения коэффициентов н.м1c   

и н.м2c  вычисляются по формулам 

 
2
к1ш1н.м1 5,0 Bcc  ; 

 
2
к2ш2н.м2 5,0 Bcc  ,              (4) 

 
где н.м1c , н.м2c  – коэффициенты ради-

альной жесткости шин, Н/м; к1B , к2B  – 
колеи соответственно передних и зад-
них колес, м. 

Момент инерции пJ  определяет-

ся на основе выражения  
 

2
пп   hmJJ x ,              (5) 

 
где xJ  – момент инерции подрессорен-

ной массы относительно продольной 
оси, проходящей через точку пC  ее 

центра масс, кг∙м2; h  – плечо крена, м. 

Угол   отклонения вектора скоро-

сти cv


 относительно оси Cx  находится 

по формуле [3, с. 413] 
 

  Lll ув21ув12 )(  ,     (6) 
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где L  – база автомобиля. 

Поскольку угол   небольшой, 

примем cx vv


 , а значения yv  и z  

определим по формулам [3] 
 

  Lllvvv xxy ув21ув12 )(  ; (7) 

 

LvRv xxz )( ув2ув1п   ,  (8) 

 

где 
пR  – радиус поворота автомобиля с 

учётом увода колёс. 
Решив совместно уравнения (7)  

и (8), получим выражения для вычисле-
ния углов увода 

 

xyz vvl )( 1ув1  ;        (9) 

 

xyz vvl )( 2ув2  .        (10) 

 
Формулы (9) и (10) получены из 

условия, что увод колес обусловлен 
лишь боковыми упругими деформация-
ми шин под воздействием силы инер- 
ции jcF


, а величина деформации про-

порциональна боковым силам 1yF


  

и 2yF


, которые уравновешиваются бо-

ковыми реакциями 1yR


 и 2yR


. В ре- 

зультате 
 

ув1ув11  kRy ;               (11) 

 

ув2ув22  kRy ,              (12) 

 
где ув1k , ув2k  – коэффициенты сопро-

тивления уводу, Н/рад. 
Но с увеличением боковых сил 

1yF


 и 2yF


 колеса начинают проскаль-

зывать относительно опорной поверх-
ности и может произойти занос мостов. 
Для оценки величины бокового сколь-
жения колес s  использовано выраже-

ние в виде квадратичного полинома  
 

2
210 yys FbFbb  ,  (13) 

 
где 0b , 1b , 2b  – коэффициенты; yF  – 

аргумент полинома. 
Были использованы следующие 

значения коэффициентов: 3
0 106,1 b ; 

6
1 10457,2 b ; 10

2 10802,8 b . 
Аргумент полинома (13) учитыва-

ет ограничение боковых реакций по 
сцеплению с дорогой. Его изменение в 
процессе движения определялось по 
формуле 

 

xstzyy RkRF   . ,  (14) 

 
где stzR .  – статическая нагрузка на ко-

леса соответствующего моста, Н;  

x  – коэффициент сцепления; k  – не-

который коэффициент, значение кото-
рого подбирается в процессе проведе-
ния исследований. 

Используются лишь положитель-
ные значения yF . Единица измерения 

скольжения s  такая же, как и увода ко-

леса ув  (рад). Боковое скольжение ко-

лес увеличивает их увод, т. к. в этом 
случае угол увода обусловлен одновре-
менно и боковой упругой деформацией 
шин, и их боковым скольжением.  

В качестве объекта моделирования 
принят автомобиль МАЗ-5337 (катего-
рия 3N ). Информация о параметрах этого 

автомобиля использована из [6]: полная 
масса 15000а m  кг; подрессоренная 

масса 14000п m  кг; неподрессоренные 

массы 300н1 m  кг, 700н2 m  кг; мо-

менты инерции 13550xJ  кг∙м2, 

95000 zy JJ  кг∙м2; база автомобиля 

75,4L  м; координаты центра масс 

1,31 l  м, 65,12 l  м , 4,1ch  м; плечо 

крена 7,0кр h  м; колеи 05,2к1 B  м, 
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8,1к2 B  м; рессорные базы 8,1р1 B  м, 

7,1р2 B  м; коэффициенты жёсткостей 

подвесок 150р1 c  кН/м, 350р2 c  кН/м; 

коэффициент радиальной жесткости 
шины 750zc  кН/м; коэффициенты 
сопротивления уводу мостов 

150ув1 k  кН/рад, 260ув2 k  кН/рад; 

статический радиус колёс 505,0ст r  м; 

коэффициент сцепления 75,0x .  

Алгоритм управления поворотом 
колес автомобиля определялся выра-
жением 

 
0 при 2;

при 2 7;

при 7 17;

при 17 22;

/ при 22 25;

/ при 25 28;

0 при  28,

n
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 
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

  

    

    

      

    

    

  

                                  (15) 

 
где   – угловая скорость поворота 

управляемых колес, рад/с; n  – базис-

ное значение угловой скорости поворо-
та, определяемое скоростью движения 
автомобиля при совершении маневра 
«переставка»; x – продольное переме-
щение автомобиля на дороге, м; vk  – 

коэффициент, зависящий от скорости 
движения автомобиля.  
 
 
 
 

При скорости 40v  км/ч прини-
мали 15n  рад/с, 5,3vk ; при 

60v  км/ч 30n  рад/с, 5,5vk ; 

при 80v  км/ч 40n  рад/с, 5,7vk . 

На рис. 2, а приведен график 
управления угловой скоростью поворо-
та колес )(tf , а на рис. 2, б – из-

менения угла поворота колес )(tf  
при движении автомобиля со скоростью 

60v  км/ч.  

 
 

Рис. 2. Изменение скорости и угла поворота колес при выполнении автомобилем маневра  
«переставка» со скоростью 60 км/ч 
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На рис. 3, а представлены графики 
изменения во времени t координаты по-
перечного перемещения автомобиля cy  

и курсового угла  , а на рис. 3, б – в за-
висимости от продольного перемеще- 
ния cx . Маневр «переставка» фактиче-

ски выполнен за 2 с на пути переме- 
щения 30 м. 

На рис. 4, а показан график изме-
нения угловой скорости поворота авто-
мобиля )(tfz  , на рис. 4, б – кривиз-

ны траектории движения )(tfKtr  ,  

а на рис. 4, в – бокового ускорения 
)(tfay   при движении со скоростью 

60 км/ч. Очевидна синхронность проте-
кания этих характеристик. Пиковые вы-
бросы характеристик trK  и ya  обу-

словлены кратковременным проскаль-
зыванием передних колес в боковом 
направлении в момент времени  

4,0t  c. Графики проскальзывания ко-
лес представлены на рис. 6, г–е. 

 

 

 
 
Рис. 3. Изменение координаты поперечного перемещения cy  и курсового угла   во времени t (а) 

и от продольного перемещения cx  (б) при выполнении автомобилем маневра «переставка»  

со скоростью 60 км/ч 
 
 

 

 
Рис. 4. Изменение угловой скорости поворота (а), кривизны траектории (б) и бокового  

ускорения (в) автомобиля 
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Рассмотрим основные параметры 
и характеристики процесса движения, 
полученные при выполнении исследуе-
мого маневра.  

На рис. 5 приведены графики из-
менения боковых реакций дороги 1yR   

и 2yR  на передние и задние колеса ав-

томобиля при движении со скорос- 
тями 40 (а), 60 (б) и 80 (в) км/ч,  
а на рис. 6, а–в – соответствующие им 
графики углов увода колес ув1  и ув2 .  

 
 

 

 
Рис. 5. Изменения боковых реакций дороги при движении со скоростями 40 (а), 60 (б) и 80 (в) км/ч 
 
 

 

 
Рис. 6. Изменения углов увода колес при движении со скоростями 40 (а), 60 (б) и 80 (в) км/ч  

и боковых скольжений колес при этих условиях (г–е) 
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С увеличением скорости значе- 
ния 1yR , 2yR , ув1  и ув2  существенно 

возрастают, особенно передних колес. 
На их величину заметное влияние ока-
зывает проскальзывание колес относи-
тельно дороги. Графики скольжения 

1s  и 2s  изображены на рис. 6, г–е. 

Очевидно, что при возникновении 
скольжения боковые реакции и увод 
резко возрастают. 

При совершении маневра «пере-
ставка» под действием боковой силы 
инерции пjF  возникает крен кузова и 

изменяются нормальные реакции ко- 
лес – нагрузка на наружные колеса (по 

отношению к центру поворота O ) 
возрастает, а на внутренние, соответ-
ственно, снижается. Перераспределе-
ние нормальных реакций определяется 
величиной скорости автомобиля аv   

и кривизной траектории движения trK  

(  п/1 RKtr ). В свою очередь, trK   

и пjF  зависят от скорости поворота ко-

лес   и максимальных углов их пово-

рота max . В результате при соответ-

ствующем их сочетании может про-
изойти отрыв внутренних колес от до-
роги и опрокидывание автомобиля. 

На рис. 7, а–в представлены гра-
фики изменения во времени угла крена 
кузова )(кр tf  и скорости его боко-

вых наклонов )(кр tf . Согласно 

этим графикам наибольший крен при 
высокой скорости движения происходит 
при выезде на левую полосу в период 
времени 0,5…0,8 с, а при меньшей ско-
рости (40…60 км/ч) – на этапе выравни-
вания траектории на новой полосе дви-
жения при 25,1 t  c. 

 

а)          б)             в) 

 

 
Рис. 7. Изменение во времени крена кузова и скорости его боковых наклонов при скоростях  

автомобиля 40 (а), 60 (б) и 80 (в) км/ч 
 

 

Аналогично изменяется крен мо-
стов автомобиля, как видно из рис. 8, а–в. 
Однако величина крена мостов незначи-
тельна и не превышает 0,5 град, в то 
время как крен кузова может превы- 
шать 6 град (см. рис. 7, а). 

На рис. 9, а–в представлены гра-

фики изменения во времени нормаль-
ных реакций внутренних и наружных по 

отношению к центру поворота O  колес 
переднего в1zR , н1zR  и заднего в2zR , 

н2zR  мостов.  
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а)          б)             в) 

 

 

Рис. 8. Изменение во времени крена мостов и скорости их боковых наклонов при скоростях  
автомобиля 40 (а), 60 (б) и 80 (в) км/ч 

 
 

а)          б)             в) 

 

 
Рис. 9. Графики изменения во времени нормальных реакций внутренних и наружных колес  

при скоростях автомобиля 40 (а), 60 (б) и 80 (в) км/ч 
 
 
Графики нормальных реакций 

имеют сложный неоднозначный харак-
тер. Значения нормальных реакций из-
меняются в очень широких пределах. 
Характер их изменения непосредствен-
но связан с величиной крена кузова  
(см. рис. 7) и с фазами совершения иссле-
дуемого маневра. Угол крена кр  зависит 

от коэффициентов жесткости рессор под-
вески р1c , р2c  и плеча крена крh .  

Смена полосы движения на корот-
ком интервале пути при более высокой 
скорости движения, чем принималась в 
представленных результатах моделиро-

вания, и большей скорости поворота 
управляемых колес непременно приво-
дит к отрыву колес от дороги, боковому 
скольжению колес и заканчивается 
нарушением процесса интегрирования 
системы уравнений (3) математиче- 
ской модели.  

Рассмотренная методика исследо-
вания процесса выполнения маневра 
«переставка» позволяет выявить пара-
метры, оказывающие существенное 
влияние на управляемость и устойчи-
вость движения автомобиля, и подо-
брать наилучшее сочетание их проект-
ных значений. 
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Заключение 
 
1. Разработаны математическая 

модель и методика исследования про-
цесса движения автомобиля при выпол-
нении манёвра «переставка», предна-
значенные для определения параметров 
и характеристик управляемого и устой-
чивого движения при заданных пара-
метрах криволинейной траектории и 
управления. 

2. Приведены результаты модели-
рования движения грузового автомоби-

ля категории N3 при выполнении манев-
ра, рассмотрено влияние управляющих 
воздействий и скорости движения на 
параметры и характеристики функцио-
нирования механизмов автомобиля. 

3. Предлагаемая модель предна-
значена для использования на началь-
ной стадии проектирования автомобиля 
при определении параметров, обеспечи-
вающих выполнение технических тре-
бований на показатели управляемости и 
устойчивости.    
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