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Аннотация 
Рассмотрены вопросы оценки и прогнозирования погрешностей обработки, возникающих вследст-

вие деформации элементов ТСР, влияния внешних силовых факторов на упругую деформацию элемен-
тов ТСР при токарной обработке ступенчатых валов. Разработана математическая модель, которая по-
зволила выявить и оценить влияние деформации заготовки, инструмента, задней и передней бабок станка 
на точность и форму обрабатываемых поверхностей ступенчатого вала. 
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тории движения режущего инструмента. 

 
Abstract 
The paper considers the problems of evaluating and forecasting processing errors caused by the 

deformation of elements of a technological cutting system (TCS) and the influence of external forces on elastic 
deformation of TCS elements when turning stepped shafts. The mathematical model has been developed, which 
reveals and assesses the impact of the deformation of a workpiece, of a cutting tool, and that of a headstock and a 
tailstock of the machine, on the accuracy and form of processed surfaces of a stepped shaft. 

Key words:  
deformation, cutting forces, technological cutting system (TCS), turning, increased accuracy, 

optimization, mathematical model, stepped shafts, forecasting, adjustment of the contour of the cutting tool 
movement. 
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При токарной обработке валов 

существенное влияние на точность 
формируемых поверхностей оказывает 
геометрическая точность технологи-
ческой системы резания (ТСР) и по-
датливость её элементов под воздейств-
ием сил резания [1–3]. Для обеспечения 
заданных конструктором параметров 

изделия необходим строгий учёт возни-
кающих и изменяющихся в процессе 
обработки погрешностей. 

Многими учеными проведены тео-
ретические и экспериментальные иссле-
дования этих погрешностей, в том числе 
и в Белорусско-Российском универси-
тете [3–6]. Однако в этих работах не 

© Казаков А. В., Жолобов А. А., 2014 
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уделялось особого внимания специфике 
формирования погрешностей на поверх-
ностях ступенчатых валов. 

Для прогнозирования точности 
токарной обработки ступенчатых валов 
авторами сделана попытка создания 
математической модели, позволяющей 
выявить и оценить влияние деформации 
заготовки, инструмента, задней и перед-
ней бабок станка на точность размеров 
и форму обрабатываемых поверхностей 
ступенчатого вала.    

В математической модели были 
учтены рекомендуемые в ранее выпол-
ненных работах [3, 4, 7–12] параметры: 
пространственные отклонения заго-
товки, погрешность установки заго-
товки, смещение центровых отверстий 
заготовки (при обработке в центрах); 
погрешность базирования заготовки в 
патроне; смещение оси задней бабки; 
податливость шпиндельного узла; 
податливость задней бабки; жесткость 
инструмента; упругая деформация 
заготовки. 

Кроме того, при разработке моде-
ли было принято допущение, что мате-
риал поверхности заготовки имеет од-
нородную структуру и равномерную 
твердость [3]. 

Рассматриваемая математическая 
модель имеет отличие от моделей, 
предлагаемых в [3, 4, 7–12]: применяет-
ся дифференциальное уравнение изо-
гнутой оси балки для расчёта упругих 
деформаций, возникающих в техноло-
гической системе. Подход направлен на 
более полное раскрытие сущности мо-
делирования процессов механической 
(токарной) обработки ступенчатых ва-
лов на станках с ЧПУ. 

Основными причинами возник-
новения погрешностей цилиндрических 
поверхностей, связанных с податливо-
стью ТСР, является влияние упругой де-
формации заготовки и инструмента и 
упругой деформации шпиндельного узла 
и задней бабки. Указанные факторы в 
разной степени сказываются на погреш-
ностях обрабатываемой поверхности [3]. 

Для установления влияния различных 
внешних силовых факторов на упругие 
деформации элементов ТСР и, как след-
ствие, на погрешности формируемых в 
процессе обработки цилиндрических 
поверхностей ниже рассмотрено общее 
решение дифференциального уравнения 
изогнутой оси балки. 

Прогиб (величину упругой дефор-
мации) заготовки с учётом упругой де-
формации шпиндельного узла и задней 
бабки можно определить с помощью 
дифференциального уравнения изогну-
той оси балки [13] 

 

)(
)(

')'( )(
)( xEI

xM
x YZ

ZЗY =Δ ,           (1) 

где )()( xZЗYΔ  – уравнение упругих де-
формаций заготовки в плоскости YOX 
(ZOX), м; M(x) – уравнение изгибающе-
го момента, вызванного силой резания в 
рассматриваемой плоскости, Н·м;                    
EI(x) – уравнение изменения жёсткости 
при изгибе заготовки, Н·м2.  

Уравнение (1) описывает закон из-
менения упругой деформации по всей 
длине обрабатываемой заготовки. Значе-
ние же упругой деформации, опреде-
ляющее точность цилиндрической по-
верхности после механической обработ-
ки, будет находиться в точке приложе-
ния силы резания. То есть в любой мо-
мент времени в точке касания вершины 
резца и обрабатываемой поверхности 
отмечается такое значение упругой де-
формации заготовки, которое впоследст-
вии оказывает влияние на точность об-
работанной поверхности. Для этого 
уравнение (1) приводится к виду, позво-
ляющему определять значение упругой 
деформации в заданной точке. 

Необходимо решить дифференци-
альное уравнение (1). Следует зафикси-
ровать резец в произвольный момент об-
работки, а его действие на обрабатывае-
мую заготовку заменить соответствую-
щими составляющими силы резания. Та-
ким образом, обрабатываемую заготовку 
можно представить с определёнными 
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допущениями как набор участков, жёст-
кость которых постоянна [14].    

В процессе точения на заготовку 
действуют силовые факторы в виде со-
средоточенных сил и изгибающих мо-
ментов, а также собственный вес заго-
товки как равномерно распределённая 
нагрузка по каждой из ступеней.  

В качестве примера на рис. 1 
представлен вал, содержащий N участ-
ков (ступеней) в зафиксированный мо-
мент обработки. Расстояние от правого 
торца заготовки до текущего положения 
резца обозначено через L0, а вылет заго-
товки – через LЗ. Пусть на заготовку 
действует силовой фактор ξ (изгибаю-
щий момент или поперечная сила), при-

ложенный в начале участка с номером 
nP (см. рис. 1). Необходимо определить, 
какое влияние ξ оказывает на деформа-
цию в конце участка с номером n. 

Закон изгибающего момента 
MZ(Y)(x) в пределах участка с номером n 
от силового фактора ξ, приложенного в 
начале участка с номером nP, выразим 
следующей зависимостью: 

 

),,(
0

)( )()( nnm
l

xM PYZ

n

YZ ξ= ,     (2) 

где ln – длина участка с номером n, м.

 
 

 

Рис. 1. Схема для определения изгибающего момента от силовых факторов 
 
 
Интегрирование выражения (1) в 

пределах от 0 до ln даёт значение угла 
поворота в конце участка с номером n 
[13]: 

 

nYZ

l

n

ZY
YЗZYZ

n

EI
xM

nn 0)(
0

)(
)()(

)(
)'()( θθ +=Δ= ∫ , (3) 

где )()( nYZθ  – угол поворота в конце            
n-го участка, рад; nYZ 0)(θ  – угол поворо-
та в начале n-го участка, рад. 

Угол поворота в начале n-го уча-
стка определяется из условия целостно-

сти ступенчатого вала [13]: 
 

( )0 ( ) ( 1) Z Y n Z Y n= −θ θ .            (4) 

Исходя из вышеизложенного, 
угол поворота θZ(Y)(ξ,nP,n) в конце уча-
стка с номером n от силового фактора 
ξ, приложенного в начале участка с но-
мером nP:  

 

( ) ( , , )Z Y Pn nθ ξ =  

( )
( )

0

( , , )
( , , 1).

ln
Y Z P

Z Y P
n

m n n
n n

EI
ξ

θ ξ= + −∫    (5) 
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После суммирования выражения 
начального угла поворота θZ(Y)(ξ,nP,n–1) 
от nP до n – 1 

 
( ) ( , , 1)Z Y Pn nθ ξ − =  

1
( )

( )01
0

( , , )
.

lin
Y Z P

Z Y
i n iP

m n i
EI
ξ

θ
−

=

= +∑ ∫    (6) 

С учётом (5) выражение (6) при-
нимает следующий вид: 

 
( ) ( , , )Z Y Pn nθ ξ =  

( )
( )01

0

( , , )
,

lin
Y Z P

Z Y
i n iP

m n i
EI
ξ

θ
=

= +∑ ∫      (7) 

где θZ(Y)01 – угол поворота в начале пер-
вого участка, рад. 

Значение упругой деформации в 
конце участка с номером n можно полу-
чить интегрированием выражения (3) 
[13]: 

( )Δ ( )ЗZ Y n =  

( )
( )0 ( )0

0

( )
Δ ,

ln
Y Z

n Z Y n Z Y n
n

M x
l

EI
θ= + ⋅ +∫ ∫  (8) 

где )()( nZЗYΔ  – значение упругой де-
формации в конце n-го участка, м; 

nZЗY 0)(Δ  – значение упругой деформа-
ции в начале n-го участка, м.  

Значение упругой деформации в 
начале n-го участка определяется из ус-
ловия целостности ступенчатого вала 
[13]: 

( )0 ( ) ( 1).ЗZ Y n ЗZ Y nΔ = Δ −         (9) 

Исходя из (2), (8), (9) значение уп-
ругой деформации ΔZ(Y)(ξ,nP,n) в конце 
участка с номером n от силового факто-
ра ξ, приложенного в начале участка с 
номером nP, определяется зависимостью 

 

( )

( )

0

( )

( , , )

( , , )

( , , 1)

ЗZ Y P

ln
Y Z P

n

n Z Y P

n n

m n n
EI

l n n

ξ

ξ

θ ξ

Δ =

= +

+ ⋅ − +

∫ ∫
 

( ) ( , , 1).ЗZ Y Pn nξ+ Δ −           (10) 

После суммирования выражения 
упругой деформации ΔЗZ(Y)(ξ,nP,n – 1) от 
nP до n – 1 

 

( )

1
( )

0

( , , 1)

( , , )
ЗZ Y P

lkn
Y Z P

k n iP

n n

m n i
EI

ξ

ξ−

=

Δ − =

= +∑ ∫ ∫
 

( )01( , , 1) ,k P ЗZ Yl n k+ ⋅ − + Δθ ξ     (11) 

где ΔЗZ(Y)01 – упругая деформация в на-
чале первого участка (при nP = 1), м. 

С учётом (7) выражение (11) при-
нимает следующий вид: 

 

( )

1
( )

0

( , , 1)

( , , )

ЗZ Y P

lkn
Y Z P

k
k n kP

n n

m n k
l

EI

ξ

ξ−

=

Δ − =

⎡
= + ×⎢

⎢⎣
∑ ∫ ∫

 

1
( )

( )01 ( )01
0

( , , )
.

lik
Y Z P

Z Y ЗZ Y
i n iP

m n i
EI
ξ

θ
−

=

⎤⎛ ⎞
⎥× + +Δ⎜ ⎟⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦

∑ ∫ (12) 

С учётом (10) окончательно  

( )

( )

0

( , , )

( , , )

ЗZ Y P

lkn
Y Z P

k
k n kP

n n

m n k
l

EI

ξ

ξ

=

Δ =

⎡
= + ×⎢

⎢⎣
∑ ∫ ∫

 

1
( )

( )01 ( )01
0

( , , )
.

lik
Y Z P

Z Y ЗZ Y
i n iP

m n i
EI
ξ

θ
−

=

⎤⎛ ⎞
⎥× + +Δ⎜ ⎟⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦

∑ ∫ (13) 

Таким образом, совместное влия-
ние различных силовых факторов на 
деформацию заготовки сводится к оп-
ределению функции, описывающей 
уравнение изгибающего момента в пре-
делах рассматриваемого участка (14) и 
двух интегралов (15) и (16): 
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),,()( nnm PZY ξ ;                 (14) 

∫ ∫
kl

k

PZY

EI
knm

0

)( ),,(ξ
;              (15) 

∫
il

i

PZY

EI
inm

0

)( ),,(ξ
.                (16) 

Внешние силовые факторы, дейст-
вующие на обрабатываемую заготовку, 
можно разделить на три группы. Первая – 
сосредоточенный изгибающий момент. 
В качестве примера может служить из-
гибающий момент, вызванный силой Px. 

Вторая – сосредоточенная поперечная 
сила (силы резания Py, Pz). Третья – соб-
ственный вес детали, который необхо-
димо учитывать при обработке длинных 
и нежёстких валов (в виде равномерно 
распределённой по каждой ступени, на-
грузки). 

Далее выражения (14)...(16) пре-
образовываются для каждой группы си-
ловых факторов. 

Для постоянного момента ξ = М 
(рис. 2) выражение (14) принимает вид: 

 

)()()( ),,( ZYPZY
M

ZY MnnMm = .    (17)  

 
 

 
 
Рис. 2. Закон изменения изгибающего момента при М = const 

 
 

В (15) и (16) подставлено (17), по-
лучены следующие выражения: 

 

∫ =
il

i

iZY

i

PZY
M

ZY

EI
lM

EI
inMm

0

)()()( ),,(
;    (18) 

∫ ∫ ⋅
=

kl

k

kZY

k

PZY
M

ZY

EI
lM

EI
knMm

0

2
)()()(

2
),,(

;  (19) 

В (13) подставлены (18) и (19), по-
лучена зависимость, выражающая влия-
ние постоянного изгибающего момента 
на деформацию заготовки: 

 

( ) ( )( , , )M
ЗZ Y Y Z PM n nΔ =  

1
( ) .

2

n k
Y Z k i

k
k n i nk iP P

M l ll
E I I

−

= =

⎡ ⎤
= ⋅ +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑     (20) 

Для поперечной силы (ξ = P)           
(рис. 3) зависимость (14) принимает 
вид:  

 
1

( ) ( ) ( )( , , )
n

P
Y Z Z Y P Z Y j

j nP

m P n n P l x
−

=

⎛ ⎞
= ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ .(21) 
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Рис. 3. Закон изменения изгибающего момента от поперечной силы P 

 
 

Далее последовательно подставле-
ны (21) в (15) и (16), (22) и (23) в (13), 
получена зависимость (24), выражаю-
щая влияние поперечной силы на де-
формацию заготовки: 
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=
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=
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⎛ ⎞⎡
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1 1
.

2

k i
i i

j
i n j niP P

l ll
I

− −

= =

⎤⎛ ⎞
+ ⋅ + ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦
∑ ∑           (24) 

Собственный вес заготовки можно 
рассматривать как равномерно распре-
делённую нагрузку по каждой ступени 
[13], приложенную от первого до по-
следнего участка  (рис. 4). 

 

 
 

 
 

Рис. 4. Закон изменения изгибающего момента от собственного веса 
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Поэтому зависимость (14) прини-
мает вид: 

 

∑ ∑
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YZ

xqxl
l

lqnm . (25) 

Далее последовательно подставле-
ны (25) в (15) и (16), (26) и (27) в (13), 
получена зависимость (28), выражаю-
щая влияние собственного веса заготов-
ки на её деформацию: 
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Таким образом, с учётом вышеиз-
ложенных зависимостей и преобразова-
ний уравнение (1) принимает следую-
щий вид: 

 

( ) ( )01 01 ( )
1

( ) ( )

( )

( , , )

n

ЗY Z ЗY Z Y Z i
i

M
ЗY Z iZ Y Pi

n l

M n n

θ
=

Δ = Δ + +

+ Δ +

∑

∑
 

( ) ( )( , , ) ( )P q
ЗY Z iY Z Pi ЗP n n n+ Δ + Δ∑ .   (29) 

Это уравнение описывает значе-
ние упругой деформации в конце участ-
ка с номером n. 

Влияние податливости шпиндель-
ного узла ΔШY(Z), задней бабки ΔБY(Z), ин-
струмента ΔИY(Z), а также смещения оси 
задней бабки ΔCБY(Z) и геометрических 
неточностей ТСР на деформацию заго-
товки подробно рассмотрено в [14]. Эти 
факторы могут быть учтены посредст-
вом задания соответствующих началь-
ных параметров в выражении (29). 

На основе уравнения (29), методик 
структурно-параметрической оптимиза-
ции [15] и коррекции траектории движе-
ния режущего инструмента [16] разрабо-
тана интегрированная система автомати-
зированного проектирования ступенча-
тых валов и управляющих программ 
ЧПУ, позволяющая управлять точностью 
токарной обработки на этапе технологи-
ческой подготовки производства. 

Для проверки адекватности и зна-
чимости математической модели (29) 
проводилась обработка партии валов на 
токарном станке модели 16К20Ф3, ос-
нащенном системой ЧПУ NC-201 с по-
следующим изменением на координат-
но-измерительной машине DuraMax. 
Исходные данные эксперимента: диа-
метры обрабатываемых ступеней                      
D1 = 20, D2 = 25, D3 = 30 мм; длины обра-
батываемых ступеней L1 = L2 = L3 = 40 мм; 
диаметр заготовки Dзаг = 38 мм; длина 
заготовки LЗ = 240 мм; предел прочности 
материала заготовки σB = 610 МПа; мо-
дуль упругости материала заготовки              
E = 2,1 · 1011 Па. 

Параметры инструмента: материал 
режущей пластины – Т15К6; передний 
угол γ = 0º; главный угол в плане                       
φ = 90º; радиус при вершине r = 2 мм. 

Результаты измерений приведены 
на рис. 5. В табл. 1 представлены срав-
нительные данные измерения погреш-
ности профиля продольного сечения 
ступеней вала. 

Применение интегрированной 
системы автоматизированного проекти-
рования ступенчатых валов и программ 
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токарной обработки, основанных на 
управлении траекторией формообра-
зующих элементов, позволило повысить 
точность обработки деталей в условиях 
эксперимента на 20…40 %. Данная сис-

тема может быть использована на про-
мышленных предприятиях для прогно-
зирования и обеспечения точности из-
готовления ступенчатых валов. 

 

 

 
 
Рис. 5. Погрешности профиля продольного сечения ступеней вала: а–в – построенные на основе формулы (29); 

г–е – построенные на основе измерений после обработки без коррекции траектории движения режущего инструмента; ж–и – по-
строенные на основе измерений после обработки с коррекцией траектории движения режущего инструмента 

 
 
 
Табл. 1. Результаты измерения 

Погрешность профиля продольного сечения 
Диаметр, мм 

Наименование без коррекции, мкм с коррекцией, мкм 

20 100,4 61,2 

25 57,1 41 

30 

Конусность 

41 32,5 
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