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A POWER ANALYSIS OF SPHERICAL TRANSMISSIONS WITH 
INTERMEDIATE ROLLER ELEMENTS 

Аннотация
Исследуются редукторные механизмы сферического типа с промежуточными телами качения. 

Рассмотрены конструкция и модель передачи с постоянным мгновенным передаточным отношением. 
Приведены уравнения центровых кривых различных типов, расположенных на сферических поверхно ­
стях. Исследованы углы подъема центровых кривых кулачковых профилей. Определены силы, дейст ­
вующие на основные элементы передачи. 

Ключевые слова: 
сферический механизм, редуктор, передача, тело качения, центровая кривая, сила, угол подъема

кривой. 

Abstract 
This article discusses speed reduction mechanisms of spherical type with intermediate rolling elements. 

The design and model of transmission with a constant instantaneous reduction ratio is given. The equations of 
centering curves of different types located on a spherical surface are resulted. The slopes of centering curves of 
cam profiles are investigated. The forces acting on the basic elements of the transmission are calculated. 

Key words: 
spherical mechanism, speed reducer, transmission, rolling element, centering curve, force, curve slope. 

Введение го оборудования. Для указанных целей
перспективными являются механиче­Сферические механизмы часто ис­
ские передачи сферического типа изпользуют в качестве шарниров, для пе ­
класса передач с промежуточными те ­редачи вращения под углом, а также
лами качения  (ППТК). Передачи плос ­при динамически изменяющемся значе ­
кого и цилиндрического типов (с распо­нии угла между осями валов в процессе
ложением центров масс тел качения наработы привода. Характерным приме ­
плоскости и цилиндрической поверхно ­ром являются шарниры равных угловых
сти) исследованы достаточно широкоскоростей типа Рцеппа [1]. Также акту­
[2–4]. Информация о работах по проек­альна задача повышения нагрузочной
тированию и расчету сферических пе ­способности и надежности передач с
редаточных механизмов ограничена.пересекающимися осями валов (кониче ­
Известны исследования, приведенные вских зубчатых передач), т. к. они широ­
[5], где речь идет о передачах с пересе­ко применяются в приводах сельскохо­
кающимися осями валов. Работа посвя ­зяйственной техники и технологическо­
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щена исследованию точностных свойств
сферической передачи с шариковыми
промежуточными телами, выбору её ра ­
циональных геометрических парамет ­
ров и элементам технологии нарезания
профилей зубьев колес. Телами качения
являются шарики, что снижает нагру­
зочную способность. В [6] исследуется
оригинальный роликовый механизм для
робототехнических коплексов, однако
он кинематический, а не силовой. В ра­
боте исследована геометрия, рассмотре ­
на конструкция механизма и не приво­
дится анализ силового взаимодействия
его элементов. 

Были проведены исследования по
сферическим ППТК [7–8], разработаны
новые конструктивные схемы механиз­
мов, определены кинематические пара­
метры их основных звеньев. Целью яв­
лялось определение степени нагружен­
ности элементов передач, что позволит
провести расчеты на прочность и оце ­
нить долговечность сферических ППТК. 

а) 

Конструкция, модель передачи
и принцип ее работы

Конструкция сферической переда ­
чи показана на рис. 1. Передача состоит
из ведущего вала 1, на консоли которого
размещена сферическая поверхность с
косым пазом  (однопериодная замкнутая
беговая дорожка), ведомого вала 2, на
консоли которого сконструирована
промежуточная сферическая обойма
(сепаратор) с меридианными пазами, 
равномерно расположенными относи­
тельно оси вращения, наружных кулач­
ков 3, закрепленных в корпусе и обра ­
зующих неподвижную многопериодную
беговую дорожку, и тел качения 4. 

При вращении ведущего вала 1 
тела качения 4 перемещаются по бе ­
говой дорожке консольного внутрен ­
него кулачка и одновременно по бего­
вой дорожке, образованной наружными
кулачками 3. 

б) 

Рис. 1. ППТК сферического типа: а – основные элементы передачи; б – передача в сборе; 1 – ведущий вал с
внутренним кулачком; 2 – ведомый вал – сепаратор; 3 – наружные кулачки; 4 – составные тела качения
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Результирующим движением явля­
ется их вращение относительно оси
передачи вместе с сепаратором 2 с
измененной угловой скоростью. Пере ­
даточное отношение ip данного меха ­
низма зависит от соотношения чисел
периодов беговых дорожек внут ­
реннего Z1 и наружного Z3 кулачков. 
Для рассматриваемого механизма
ip = Z3 / Z1 + 1 = 4 / 1 + 1 = 5. Тела
качения 4 выполнены в виде роликов, 
состоящих из трех элементов качения. 
Это позволяет обеспечить качение без
проскальзывания при взаимодействии
промежуточных элементов с беговыми
дорожками и сепаратором и снизить
таким образом потери на трение [9]. 
Для обеспечения сборки механизма
сепаратор 2 должен изготавливаться
разборным. 

Модель передачи показана на
рис. 2. Беговые дорожки представлены
в виде кривых, промежуточные тела ка ­
чения  (их центры масс) – в виде точек

пересечения этих кривых. Замкнутые
периодические кривые  (центровые кри­
вые) 1 и 3 являются центровыми профи­
лями кулачков 1 и 3 соответственно
(рис. 1). Точки 4 пересечения кривых 1 
и 3 совпадают с центрами масс тел ка ­
чения. Существуют две группы этих то­
чек: точки пересечения P1, P2, … Pn, в
которых углы подъема центровых кри­
вых α1 и α3 имеют разные знаки, и
L1, L2, … Lk, в которых знаки этих углов
одинаковы. Далее рассматриваем только
первую группу точек пересечения, т. к. 
условия клинового взаимодействия
звеньев передачи с точки зрения макси­
мального КПД для нее лучше. Линии 2, 
равномерно расположенные относи­
тельно оси Оz, являются траекториями
центров масс тел качения в относитель­
ном движении вдоль пазов сепаратора. 
В рассматриваемой модели не учиты ­
ваются толщины кулачков и сепаратора
и, соответственно, высота роликов. 

Рис. 2. Модель сферической ППТК: 1 – однопериодная центровая кривая; 2 – траектории движения центров масс
тел качения вдоль пазов сепаратора; 3 – многопериодная центровая кривая; 4 – центры масс тел качения; 5 – средняя линия  (ок ­
ружность) 
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Средняя линия 5 является окруж- (1, 2 или 3) перемещаться с измененной
ностью радиусом R. Элементы 1, 2 и 3 скоростью. Угловые расстояния между
передачи  (см. рис. 1) с соответствую- точками пересечения центровых кривых
щими центровыми кривыми в модели одной группы  (в плоскостях, перпенди ­
(см. рис. 2) могут вращаться относи- кулярных оси передачи) постоянны. 
тельно оси Оz со скоростями ωj В [2] были получены параметри­
j = 1…3). Тела качения с центрами масс, ческие уравнения сферической сину­
совпадающими с точками пересечения 4 соиды. Преобразуем данные уравнения
центровых кривых соответствующей для определения координат центров
группы, вынуждают ведомый элемент масс тел качения: 

⎧ ⎞ ⎛ ⎛ 2 π R ⎞⎛ ⋅ ⋅
⎪xsf i ( )s = ⋅R cos⎜

⎛
⎜
⎛

s − 2 ⋅ ⋅π R 
⋅ i ⎟
⎞

R ⎟ ⋅cos⎜⎜(A R) ⋅sin ⎜Z3 ⋅ ⎜ s − ⋅ i ⎟ R 
⎞
⎟
⎞
⎟ ;⎟Z⎪ ⎝⎝ 3 ⎠ ⎠ ⎝ ⎝ ⎝ Z3 ⎠ ⎠⎠

⎪
⎪ ⎛⎛ 2 ⋅ ⋅π R ⎞ ⎞ ⎛ ⎛ ⎛ 2 ⋅ ⋅π R ⎞
⎨ysf i ( )s = ⋅R sin ⎜⎜ s − ⋅ i ⎟ R ⎟ ⋅cos⎜⎜(A R) ⋅sin ⎜Z3 ⋅⎜ s − ⋅ i ⎟ R ⎟

⎞
⎟
⎞
; (1)⎟⎪ ⎝⎝ Z3 ⎠ ⎠ ⎝ ⎝ ⎝ Z3 ⎠ ⎠⎠

⎪ ⎛ ⎛ ⎞⎞⎛ 2 ⋅ ⋅π R ⎞⎪z ( )s = ⋅R sin ⎜⎜ (A R) ⋅sin ⎜Z3 ⋅⎜ s − ⋅ i ⎟ R ⎟⎟ ,⎪ sf i ⎟
⎩ ⎝ ⎝ ⎝ Z3 ⎠ ⎠⎠

где i – номер тела качения, i = 1...n; А – амплитуда центровых кривых. 
n – количество тел качения, n = Z1 + Z3; По аналогии также рассмотрим
s – дуговая координата, измеряемая вдоль уравнения координат центров масс тел
средней окружности (s = 0…2 · π · R); R – качения для передачи, где однопериод­
радиус окружности; Zj – число периодов ная центровая кривая представляет со­
j-й центровой кривой, размещенных на бой окружность: 
средней окружности  (j = 1 или 3); 

⎧ ⎛⎛ 2 ⋅ ⋅π R ⎞⎪ R ⋅cos (A R) ⋅cos ⎜ s − ⋅ i ⎟ R 
⎞

⎜⎜ ⎟⎟⎪ ⎝⎝ Z3 ⎠ ⎠⎪xsf i ( )s = ; 

A R2 2 ⎛ 2 ⋅ ⋅R ⎞ ⎞ 2 2 ⋅ ⋅R ⎞ ⎞⎪ ⎛ π ⎛ ⎛ π
⎪ cos ( ) ⋅cos Z3 ⋅ ⎜ s − ⋅ i ⎟ R + sin Z3 ⋅ ⎜ s − ⋅ i ⎟ R⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟Z Z⎪ ⎝ ⎝ 3 ⎠ ⎠ ⎝ ⎝ 3 ⎠ ⎠
⎪ ⎛ 2 ⋅ ⋅R ⎞⎛ π⎪
⎪ R ⋅cos (A R) ⋅sin ⎜ s − ⋅ i ⎟ R 

⎞
⎜⎜ ⎟⎟⎪ ⎝⎝ 3 ⎠ ⎠ ; (2)y s⎨ sf i ( ) =

A R  

Z 

⎪ 2 2 ⎛ ⎛ 2 ⋅ ⋅π R ⎞ ⎞ 2 ⎛ 2 ⋅ ⋅R ⎞ ⎞
⎪ cos ( ) ⋅cos ⎜⎜Z3 ⋅ ⎜ s − ⋅ i ⎟ R + sin ⎜⎜Z3 ⋅

⎛
⎜ s − π

⋅ i ⎟ R ⎟⎟⎟⎟Z3 Z3⎪ ⎝ ⎝ ⎠ ⎠ ⎝ ⎝ ⎠ ⎠
⎪ ⎞⎛ ⎛ 2 ⋅ ⋅π R ⎞⎪ R ⋅sin (A R) ⋅sin ⎜⎜Z ⋅ ⎜ s − ⋅ i ⎟ R ⎟⎟⎪ ⎝ ⎝ 3 ⎠ ⎠⎪zsf i ( )s =

A R 

Z 
. 

⎪
2 2 ⎛ ⎛ 2 ⋅ ⋅π R ⎞ ⎞ 2 ⎛ ⎛ 2 ⋅ ⋅R ⎞ ⎞

⎪ cos ( ) ⋅cos Z3 ⋅ ⎜ s − ⋅ i ⎟ R + sin Z3 ⋅ ⎜ s − π
⋅ i ⎟ R⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟Z Z⎪ ⎠ ⎠⎩ ⎝ ⎝ 3 ⎝ ⎝ 3 ⎠ ⎠
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Передача, координаты центров Силовой анализ передачи
масс которых описаны системой урав ­
нений (2), отличается повышенной тех­
нологичностью изготовления, т. к. бего­
вая дорожка на внутреннем кулачке
представляет собой кольцевой паз, в от­
личие от синусоидального типа центро ­
вых кривых (система уравнений (1)), где
однопериодная дорожка имеет сложный
пространственный характер. 

Силовой анализ передачи прово­
дится с учетом предположения, что на ­
грузка равномерно распределяется по
всем телам качения, контактирующим с
поверхностями пазов сепаратора. Рас ­
смотрим модель передачи, приведенную
на рис. 3. Цифровые обозначения кри­
вых соответствуют обозначениям, пока ­
занным на рис. 2. 

Рис. 3. К силовому анализу сферических ППТК: а – модель передачи (проекция на плоскость xOz); б – проек ­
ция системы сил, действующих на тело качения, на плоскость B–B; 1 – однопериодная центровая кривая; 2 – траектории центров
масс тел качения относительно сепаратора; 3 – многопериодная центровая кривая

На рис. 3 параметр А' – проекция Fтрj = f · Nj, где f – коэффициент трения. 
амплитуды центровых кривых на плос- Заданным является значение крутящего
кость B–B. Сама амплитуда определяет- моментаM2 на ведомом валу. При этом
ся как A = R · γmax, где γmax – максималь­
ное значение угла γ. Угол γ измеряется n 

M N r2 =∑ 2 ⋅ ki , (3)между отрезком, соединяющим центр
i=1системы координат OXYZ с центром

масс тела качения, и проекцией этого где N2 – нормальная реакция в контакте
отрезка на плоскость XOY. тела качения и сепаратора; rki – расстоя­

На тело качения действуют реак- ние от центра масс тела качения до
ции со стороны внутреннего кулачка N1, оси Oz вращения валов ППТК. 
сепаратора N2 и наружного кулачка N3, Из геометрических построений
а также силы трения Fтр1, Fтр2 и Fтр3 (см. рис. 3) 
соответственно. В свою очередь, 
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r s  = ⋅R cos γ s = вых синусоидального типа (описываемых
ki ( ) ( i ( ))

системой уравнений (1)) после подста­
новки в уравнение (3) значения zsf i (s) изs( ( ))2 

zsf i = R ⋅ 1− 2 . (4) третьего уравнения системы (1) и преоб­
R разований получим

При рассмотрении центровых кри­

M 2N2 = . (5)n−1 

R  A R  1 sin  2 ⋅sin  Z R  ⋅ s − 2 ⋅π ⋅ ⋅ / n⋅∑ − (( ) (( ) ( R i  )))
i=0 

На рис. 4 показано изменение зна- R = 40 мм, A = 10 мм, Z3 = 4 и крутящим
чения силы N2 в зависимости от поло- моментом на ведомом валу
жения центра масс тела качения, пере- M2 = 100 Н·м. На рис. 4 также приведено
мещающегося по центровой кривой  (от значение силы N2 для передачи цилинд ­
дуговой координаты s, измеряемой рического типа, определенное по фор­
вдоль средней линии). При этом иссле- муле N2 = M2 / (R · n). 
довалась передача с параметрами

Рис. 4. Значения сил N2 в сферической передаче: 1 – мгновенные значения для кривых по уравнениям (1); 
2 – мгновенные значения для кривых по уравнениям (2); 3 – среднее значение для сферической ППТК; 4 – среднее значение для
цилиндрической ППТК

Значение силы N2 у сферических
передач больше. Это связано с умень­
шением расстояний от центров масс тел
качения до оси Oz при их приближении
к полюсам сферы. Для определения
среднего значения сил в сферической
передаче необходимо найти приведен ­
ный радиус R' средней окружности сфе­
рической передачи, учитывающий мак­
симальное и минимальное значения rki: 

0,5 ⋅ (R + R ⋅cos ( ))R′ = γ . 

Таким образом, для определения
среднего значения силы N2 в сфериче­
ской передаче можно использовать
выражение N2 = KNsf · M2/(R·n), где
KNsf – коэффициент, который находят по
формуле
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⎛ ⎛ ⎛ ⎞A ⎞⎞
−1 В выражениях (1) и (2) присутст­

KNsf = ⎜0,5 ⋅⎜1+ cos ⎜ ⎟⎟⎟ . (6) вуют углы подъема. В [2] были получе ­
⎝ ⎠R⎝ ⎝ ⎠⎠ ны выражения для их определения для

При одинаковых параметрах пере ­
дачи  (R = 40 мм, А = 10 мм, Z1 = 1, 
Z3 = 4) реакция N2 в сферической пере ­
даче на 1,6 % выше, чем в цилиндриче ­
ской. При увеличении значения ампли­
туды вдвое  (А = 20 мм) данная реакция
у сферической ППТК оказалась больше
на 6,12 %. 

Для анализа прочности деталей и
оценки КПД передач из условия кине ­
тостатического равновесия получены
выражения для определения средних
значений сил, действующих на кулачки
со стороны тела качения: 

N N= ⋅(С С2 − f ) ( + ⋅С С С С2 ) ;1 2 1 3 1 4 

N = (N − N ⋅C ) C2 , (7)3 2 1 4 

где С1…С4 – коэффициенты: 

С = cos (α ) + f ⋅sin (α ) ;1 m3 m3 

С = sin (αm3 ) − f ⋅cos (α ) ;2 m3 

С = cos (αm1 ) − f ⋅sin (α ) ;3 m1 

С = sin (α ) + f ⋅cos (α ) , (8)4 m1 m1 

где αm1 и αm3 – средние значения углов
подъема центровых кривых внутреннего
и наружного кулачков соответственно
(αmj = arctg(2Zj · A/(π · R))). 

центровых кривых кулачков ППТК ци­
линдрического типа. 

В общем случае угол подъема
кривой, описываемой функциями x(s), 
y(s), z(s), измеряется как угол между ка­
сательной к данной кривой в некоторой
ее точке и касательной в горизонталь­
ной плоскости к соответствующей по­
верхности в рассматриваемой точке. 
Для измерения данного угла используем
формулу

G Gα = arccos (a ⋅ τ a ⋅ τ )) , (9)G G (
Gгде a – вектор касательной к простран­

ственной кривой (см. рис. 3); τG  – вектор
касательной к несущей поверхности в
горизонтальной плоскости  (к средней
окружности). 

Анализ углов подъема произво­
дился средствами компьютерного моде ­
лирования для передачи с параметрами
R = 40 мм, A = 10 мм, Z3 = 4. Результаты
подтвердили совпадение графиков из­
менения углов подъема для сфериче­
ских кривых и для их разверток на
плоскость. С помощью программы
Mathcad был определен характер изме­
нения углов подъема для двух типов
центровых кривых  (рис. 5), описывае­
мых системами параметрических урав­
нений (1) и (2). 

Рис. 5. Зависимость углов подъема в точках центровых кривых от дуговой координаты: 1 – для сину ­
соидальных кривых; 2 – для кривых, одна из которых является окружностью
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Совпадение кривых  (см. рис. 5) вующих на основные элементы сфери­
свидетельствует о том, что для опреде- ческих передач с промежуточными те­
ления средних значений углов подъема лами качения, на 1,5…6,5 % выше, чем
центровых кривых сферических передач в ППТК цилиндрического типа. Выяв­
можно использовать известные форму- лено, что законы изменения углов подъ­
лы для передач цилиндрического типа и ема центровых кривых для ППТК раз­
для разверток центровых кривых на личных типов одинаковы. При вычис­
плоскость. лении сил, действующих на основные

звенья сферического механизма, можно
Выводы использовать выражения, полученные

для ППТК цилиндрического типа, сРазработана конструктивная схема
учетом коэффициента KNsf.сферической передачи с промежуточ­

Работа выполнена в рамках темыными телами качения. В сравнении с
аспирантского гранта  «Теоретическое иизвестной передачей [10] механизм от­
экспериментальное обоснование пара ­личается использованием принципа
метров механизма с изменяющимся уг­геометрического  (а не силового) замы ­
лом осей валов на основе сферическойкания высших пар, а также применени­
передачи с промежуточными теламием в качестве тел качения составных
качения» (гос. рег. № 20141077 отроликов. Проведен силовой анализ пе ­
30.05.2014 г.).редачи, на основе которого установле­

но, что средние значения сил, дейст­
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