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EQUATIONS OF KINEMATIC CONSTRAINTS OF ROLLING AND METHODS 
OF DETERMINING THEIR COEFFICIENTS EXPERIMENTALLY 

Аннотация
В работе получены новые дифференциальные уравнения кинематических связей качения упругого

пневматика второго порядка, не требующие дифференцирования при их совместном решении с динами ­
ческими уравнениями движения колесных машин, что позволяет решать прямые и обратные задачи ди ­
намики колесных машин. Разработана методика экспериментального определения коэффициентов, вхо ­
дящих в новые уравнения кинематических связей качения упругого пневматика по недеформируемой
опорной поверхности. 

Ключевые слова: 
упругий пневматик, кинематические связи, неголономные связи, дифференциальные уравнения, 

задачи динамики, опорная поверхность, динамика, колесные машины. 

Abstract 
The paper presents the new second order differential equations of kinematic constraints of rolling of a 

resilient pneumatic element, requiring no differentiation if solved together with dynamic equations of motion of 
wheeled vehicles, which allows solving direct and inverse problems of dynamics of wheeled vehicles. The 
technique has been developed to determine experimentally the coefficients in the new equations of kinematic 
constraints of rolling of a resilient pneumatic element over the non-deformable bearing surface. 

Key words: 
resilient pneumatic element, kinematic constraints, nonholonomic constraints, differential equations, 

problems of dynamics, bearing surface, dynamics, wheeled machines. 

Рассмотрим сущность гипотезы линии движения центра недеформиро ­
качения колеса по недеформируемой ванного пневматика на опорную плос ­
опорной поверхности. Пусть – кость (рис. 1).КО1 Для устранения недостатков,кривизна линии качения дефор ­

имеющихся в теории качения колеса помированного пневматика в центре пят ­
недеформируемой опорной поверхно­на контакта О1; КСо – кривизна проек ­
сти, предлагается рассмотреть качениеции линии движения центра деформи ­
колеса по произвольной криволинейнойрованного пневматика на опорную
траектории, дополняющей известнуюплоскость в соответствующей центру
теорию М. В. Келдыша. Предлагаемаяпятна контакта точке; K′О1

 – кривизна теория опирается на несколько гипотез
линии качения недеформированного [1]. В общем случае будем считать, что
пневматика; K′Со  – кривизна проекции угол наклона колеса χ* к вертикальной
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плоскости не равен параметру угловой где χ′ – угол наклона плоскости колеса
деформации вокруг продольной оси, а к вертикали в случае отсутствия угло­
определяется по соотношению вой деформации вокруг продольной

оси; χ – параметр угловой деформации
χ* = χ′ + χ, (1) вокруг продольной оси колеса. 

Рис. 1. Проекция пневматика на опорную плоскость

В частном случае качения пневма ­
тика можно считать, что параметр угло­
вой деформации пневматика вокруг
продольной оси совпадает с углом на ­
клона колеса, тогда равенство (1) упро­
стится: 

χ* = χ . (2) 

Сформулируем новые гипотезы
для общего случая качения колеса. 

1. Касательная к линии качения и
касательная к проекции центральной
окружности деформированного пнев ­
матика в центре пятна контакта совпа ­
дают, т. е. касательная к линии качения
образует с проекцией горизонтального
диаметра на опорную плоскость угол, 
равный параметру угловой деформации
вокруг нормали к опорной поверхности
(первая гипотеза Келдыша). 

2. Разность изохронных вариаций
кривизны, линии качения пятна кон ­
такта пневматика и геометрического
центра обода колеса при внезапной де ­
формации пневматика однозначно оп ­

ределяется значениями параметров де ­
формации. 

Рассмотрим гипотезы 1 и 2. 
Изохронные вариации можно

представить в виде разностей: 

δ ⋅К′О1 

δ ⋅К′Со

= К − К′ ; (3)О О1 1 

= КСо −К′Со . (4) 

Из геометрического соотношения
(см. рис. 1) следует, что

К′О1 
= К′Со + Rc sin χ′, (5) 

где  Rc – радиус недеформированного
пневматика. 

Таким образом, согласно гипоте ­
зам 1 и 2, а также равенствам (3) и (4) 
получаем

δ К′ = К − К′ − R sin  χ ′ =⋅ О О Со1 1 

= f (ξ,θ, χ, τ,δ); (6)1
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δ К′ = К ′ =⋅ − КСо Со Со

= f (ξ,θ, χ, τ,δ), (7)2

где ξ, τ, δ – параметры боковой, каса­
тельной и нормальной деформаций со­
ответственно; θ – параметр угловой де ­
формации вокруг нормали; χ – параметр
угловой деформации вокруг продольной
оси. 

Из рис. 1 следует, что

χ′ = χ* – χ , (8) 

где χ* – полный угол наклона деформи­
рованного пневматика относительно
продольной плоскости; χ′ – угол накло­
на недеформированного пневматика. 

Поскольку диск колеса недефор­
мируемый, а шина деформируемая, то
гипотезы 1 и 2 можно объединить в од­
ну. Действительно, из равенств (3)…(5) 
с учетом (8) имеем

δ К⋅ ′О − δ К⋅ ′Со = δ(К′О −К′Со ) =1 1 

= КО −К′Со − R sin(χ * − χ) −
1 

− К + К′ = К −К − R sin(χ * −χ)Со Со О Со1 

или
δ К⋅ − δ К′ =′ ⋅О1 Со

= КО1 
− КСо − R sin(χ * − χ). (9) 

С другой стороны, 

δ К⋅ ⋅ f′ − δ К′Со = 1 (ξ, θ, χ, τ, δ) −О1 

− f2 (ξ,θ,χ,τ,δ) = f (ξ,θ,χ, τ,δ). (10) 

На основании (9) и (10) получим

КО1 
− КСо − R sin(χ * −χ) =

= f (ξ,θ, χ, τ,δ) (11) 

или
К −К =О1 Со

R sin(χ * −χ) f (ξ,θ,χ, τ,δ). (12)= +

Уравнение (12) соответствует ги­
потезам 1 и 2. Разность между кривиз­
ной линии качения центра пятна кон­
такта колеса и кривизной траектории
геометрического центра колеса одно­
значно определяется параметрами де ­
формаций шины и углом его наклона
колеса к плоскости. В формуле (12) R – 
динамический радиус колеса. В случае, 
когда угол наклона колеса совпадает с
параметрами угловой деформации во­
круг продольной оси χ* = χ = χ′, урав­
нение (12) имеет вид: 

КО1 
− КСо = f (ξ, θ, χ, τ, δ) + R sin χ.(13) 

В таком виде уравнение использу­
ется далее. В случае недеформируемого
колеса будем полагать, что

ξ = θ = χ = τ = δ = 0 
и

 f (ξ, θ, χ, τ, δ) = 0. 

Тогда уравнение (13) примет вид: 

КО1 
− КСо = R sin χ′, (14) 

где χ′ – угол наклона плоскости колеса
к продольной плоскости. 

Функция f(ξ, θ, χ, τ, δ) обладает
свойством непрерывности при условии
отсутствия скольжения и отрыва колеса
от опорной плоскости. В случае сущест­
вования отрыва колеса от опорной плос­
кости и наличия скольжения возникают
разрывы конечного рода. Разложив
функцию f(ξ, θ, χ, τ, δ) в ряд Тейлора в
нулевой точке и ограничиваясь линейны­
ми членами, уравнение (14) приближенно
можно представить в виде

К −К += R sin  χ * Aξ +О1 Со

+ Bθ +Cχ + Dτ + Eδ (15) 

или, полагая, что sin χ* = χ, R = R(δ), 

К − К = Aξ + Bθ +О1 Со

+ Cχ + Dτ + Eδ, (16) 
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где А, В, С, D, E – коэффициенты кри­
визны, переменные в общем случае  (их
следует определять экспериментально). 

Предлагаемая гипотеза позволяет
получить уравнение кинематической
связи относительно первых и вторых
производных от обобщенных скоростей
и координат в виде

� ��x y⋅ − ⋅y� ��xK = , (17)
2  2  3/2  � �(x + y ) 

где x,� �� � ��х, y, y  – текущие производные
обобщенных координат. 

Для составления уравнения кине ­
матической связи с помощью гипотез 1 
и 2 необходимо установить связь между
координатами центра пятна контакта
x , y и координатами проекцииO O1 1 

центра колеса на опорную плоскость
хСо, уСо. Для этого рассмотрим проек­
цию пневматика на опорную плоскость
ОХУ (см. рис. 1), где ϕ – курсовой угол, 
ν Cо – проекция скорости центра на
опорную плоскость, νo1 – скорость пе ­
ремещения центра пятна контакта. 

Согласно рис. 1 можно получить
следующие уравнения: 

⎧xO = xCо + R sin * sin χ ⋅ ϕ −
⎪

1 

⎪− τcos( ϕ−θ + ξ) sin( ϕ−θ); (18)⎨y = y + R sin  χ*  cos  ⋅ ϕ −⎪ O1 Cо

⎩ sin(ϕ− θ − ξ) cos( ), ⎪− τ ϕ− θ

где x , y – координаты центра пятнаO O1 1 

контакта; хСо, уСо – координаты центра
колеса; R – динамический радиус цен­
тра колеса. 

Динамический радиус центра ко­
леса и его свободный радиус связаны
формулой

R = RC – δ / cos χ*,  (19) 

где  RC – свободный радиус колеса; 
δ – нормальная деформация пневматика. 

Таким образом, система (18) с уче ­

том (19) примет вид: 

⎧ ⎛ δ ⎞
= + R − sinχ  *х х  ×⎪ Cо ⎜ c ⎟cosχ *⎪ ⎝ ⎠

⎪× sinϕ− τcos (ϕ −θ) + ξsin (ϕ−θ ; )⎪ (20)
⎨
⎪ ⎛ δ ⎞
у = у − R − sin χ *×O  Cо  ⎜ c ⎟⎪ 1 cosχ *⎝ ⎠⎪
⎪× cosϕ− τsin (ϕ−θ) − ξcos (ϕ−θ . )⎩

Продифференцировав систему
уравнений (20) по времени дважды, оп­
ределим зависимость между скоростями
и ускорениями точек О1 и С0. 

Полученные выражения с учетом
равенства (17) подставляются в уравне­
ние (15). При этом получается линейное
уравнение кинематической связи отно­
сительно производных второго порядка: 

��a x  + a y  �� + ϕ + a�� a �� ξ+1 Co  2 Co  3  4  

�� ��+ a5Θ+ a6��τ + a8δ = b1ξ +
+b Θ+ b χ + b τ + b δ + b χ*, (21)2 3 4 5 6 

где а1…а8, b1…b6 – коэффициенты, в
которые входят координаты, курсовой
угол, параметры деформации и их пер­
вые производные по времени. 

В случае, когда угол наклона коле­
са к плоскости качения равен нулю, 
уравнение (21) запишется следующим
образом: 

�� ��a x  + a y  �� + ϕ +�� a�� a ξ+ a Θ+1 Co  2 Co  3  4  5  

��+ a ��τ + a δ = b ξ+ b Θ+ b χ +6 8 1 2 3 

+ b4τ + b .5δ  (22) 

Следует отметить, что уравнения
(21) и (22) считаются уравнениями ки­
нематической связи второго порядка и
являются новыми. В литературе подоб­
ные уравнения не встречаются приме ­
нительно к процессу эластичного коле­
са, поэтому уравнение будем называть
новым уравнением кинематической свя­
зи [1]. 
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Обычно при теоретических иссле ­
дованиях параметры деформаций χ, τ, δ
рассматривают как обобщенные коор­
динаты и энергию их скоростей учиты­
вают, а энергией скоростей деформации
� �ξ и θ пренебрегают – для опреде­
ления этих параметров служат уравне­
ния кинематических связей. 

Рассмотрим методику эксперимен­
тального определения коэффициентов
кинематических связей, входящих в
уравнение (22). 

Пусть колесо, имеющее пневмати­
ческую шину, шарнирно закреплено к
кривошипу (рис. 2). 

Рис. 2. Схема стенда для определения коэффициентов кинематических связей качения колеса

Для определений коэффициентов
кинематических связей качения колеса
проведены следующие серии экспери­
ментов. 

1. Колесо устанавливалось так, что
его плоскость была перпендикулярна
кривошипу LС и опорной плоскости, при
этом θ = 0; χ = 0. Кривошип вращался с
постоянной угловой скоростью ω при по­
стоянной нормальной нагрузке на колесо
и постоянным давлением в шине. 

Тогда

1 1К = ; К = .С ρ О ρ + ξ

Согласно гипотезе

КС – КО = Аξ
или

1 1
− А .= ξ

ρ ρ + ξ

Откуда

1А = . (23)
ρ(ρ + ξ) 

В формуле (23) боковая деформа­
ция ξ определялась путем измерения. 

2. Колесо устанавливалось в верти­
πкальной плоскости под углом − θ к
2 

кривошипу  (см. рис. 2), определялся
угол θ  (он являлся параметром угловой
деформации вокруг вертикальной оси), 
следовательно, ξ = 0, θ = 0, χ = 0. Кри­
вошип вращался с постоянной угловой
скоростью ω. 

Тогда, согласно гипотезе, 
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КС – КО = Аξ + Вθ. Следует заметить, что в формулах
(23) и (24) параметры деформации ξКроме того, имеют одинаковые значения. 

1 1 3. Колесо устанавливалось под уг ­
КС = ; КО ≈ . πρ ρ+ ξ лом − χ к опорной плоскости

2Таким образом, (рис. 3), следовательно, ξ ≠ 0, θ ≠ 0, 
1 1 χ ≠ 0. Причем угол χ являлся парамет­
− = Аξ + Вθ. ром угловой деформации вокруг про­ρ ρ + ξ

дольной оси. Кривошип вращался с по­
Откуда стоянной угловой скоростью ω. 

ξ ⎛ 1 ⎞
В = ⎜⎜ −А⎟⎟. (24)

θ ⎝ ρ(ρ + ξ) ⎠

Рис. 3. Кинематическая схема стенда для определения коэффициентов уравнений кинематических
связей качения колеса

Согласно предлагаемой гипотезе

КС – КО = Аξ + Вθ + Сχ. 

Кроме того, 

1 1КС = ; КО = ,
ρ ρ + ξ + R sin χ

где R – динамический радиус колеса. 
Таким образом, 

1 ⎛ ξ + R sin χ ⎞C = −Aξ . (25)⎜ ⎟
⎝ ( R sin χ ⎠χ ρ ρ + ξ + ) 

В рассмотренной методике изме ­
ряемым параметром является пара ­
метр ξ, все остальные величины на ­
значаются. 

Кинематические коэффициенты А
и В можно определить и другим мето­
дом, используя коэффициенты кривиз­
ны Келдыша. 

1. Определение коэффициента А. 
Пусть θ = 0, χ = 0, тогда КО = а1ξ, где
КО = 1/ρ и а1 = 1/ρξ, отсюда ξ = 1/ρа1. 

По предлагаемой гипотезе
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КС – КО = Аξ, 

отсюда

1А = (КС −КО ).
ξ

Кроме того, 

1 1К = ; К = .С ρ О ρ + ξ

Следовательно, 

⎛ 1 ⎞1 1  1А = − = ,⎜ ⎟ξ ρ⎝ ρ ξ+ ( +⎠ ρ ρ ξ) 

но по теории Келдыша

1ξ = ,
ρ ⋅а1 

тогда

1 а1А = = . 
⎛ 1 ⎞ ρ2а1 +1
ρ⎜⎜ρ + ⎟⎟ρ ⋅ а⎝ 1 ⎠

Таким образом, 

аА = 1 . (26)
2ρ а +11 

2. Определение коэффициента В. 
Пусть ξ ≠ 0, θ ≠ 0, χ ≠ 0. Согласно гипо ­
тезе Келдыша

К а а θ,= ξ−О 1 2 

при этом КО = 1/ρ. 
Следовательно, 

1 
= а ξ − а θ1 2ρ

или
1 ⎛ 1 ⎞а2 = − ⎜⎜ − а1ξ⎟⎟ . (27)
θ⎝ρ ⎠

С другой стороны, 

а 2 = ψш 2 а 2 ; (28) 

ξ Кб− = , (29)
θ Сξ

где Кб – коэффициент сопротивления
уводу; Сξ – боковая жесткость шины; 
ψш – коэффициент относительного за­
тухания переходного процесса в шине, 
зависящий только от конструкции ши­
ны, ψш = 0,917…1,28 [1–3]. 

Из (29) имеем

ξ = −θ
Кб . (30) 
Сξ

Из (30) имеем

1 ⎛ 1 ⎞
θ = − ⎜ − а ξ⎟.

а ρ 1 
⎠2 ⎝

Подставляя в эту формулу выра­
жение для ξ, получим

1 ⎛ 1 К ⎞
θ = − ⎜ − а θ ⋅ б ⎟.1 ⎟⎜а ρ С2 ⎝ ξ ⎠

Отсюда

⎛ ⎞
⎜ ⎟1 1

θ = − ⎜ ⎟ . (31)
ρ ⎜ Кб ⎟а + а1 Сξ

2⎜ ⎟
⎝ ⎠

По предлагаемой гипотезе

КС – КО = Аξ + Вθ, 

1 1где КС = ; КО = . 
ρ ρ + ξ

Отсюда

ξ ⎛ 1 ⎞В = ⎜⎜ −А⎟⎟. (32)
θ ⎝ρ(ρ + ξ) ⎠

Это равенство с учетом (28)…(30) 
перепишем в следующем виде: 
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⎧ ⎫
⎪ ⎪

⎧ ⎫⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪К ⎪ 1 ⎪ К ⎪ 1 ⎪δ δ (33)B = − ⎨ −А⎬ = ⎨А − ⎬1Сξ ⎛ ⎞ Сξ 2⎪ ⎪ ⎪ ρ + ⎪⎜ ⎟ К⎪ 1 1 ⎪ ⎪ δа 2+ ψ⎜ ⎟ 1 шρ ρ + ⋅ −А⎪ ⎪ ⎪ Сρ К ⎟ ⎩ ξ ⎭⎜ δ⎪ а 2 а ⎪+ ψ1 ш 1⎜ ⎟С ⎠ ⎪⎪ ⎝ ξ⎩ ⎭

или, окончательно, 

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪

К ⎪ а 1 ⎪B = − δ ⎨ 2
1 −А − ⎬ . (34)

С а ρ +1 1
ξ ⎪ 1 2 ⎪ρ + К⎪ δ + ψа1 2 ш⎪ С⎩ ξ ⎭

Результаты расчета коэффициен- нагрузках приведены в табл. 1. 
тов А и В при различных радиальных

Табл. 1. Результаты определения коэффициентов уравнений кинематических связей колеса
с плоскостью его качения

1а ⎪
⎪

1а ⎪
⎪

Тип шины Сξ , Н/м Кб, Н/рад ψш А1, м–2 а2, м–1 А, м–2 В, м–1 ρ, м

14,00–22е HD 594860 224420 0,917 23,8 8,9 0,960 0,00563 1 
594860 177380 0,918 37,9 11,4 0,980 0,00743 

9,00–20е HD 387100 168560 1,150 28,2 12,5 0,965 0,00217 1 
387100 146020 1,180 39,1 14,8 0,975 0,00378 

9,00–20е HDх 279300 199920 1,150 10,3 7,4 0,980 0,03230 1 
279300 159740 1,280 20,0 11,5 0,950 –0,00134 

На рис. 4 представлено изменение
коэффициента А в зависимости от ради­
альной нагрузки N и давления воздуха Р
в шине. 

Выводы

1. Сформулирована новая гипотеза
качения упругого пневматика по неде­
формируемой опорной поверхности, 
позволяющая получить уравнения ки­

нематических связей качения пневмати­
ка в виде дифференциальных уравнений
второго порядка. 

2. Гипотеза позволяет установить
функциональную связь между верти­
кальной, боковой и угловой деформа­
циями пневматической шины с жестким
ободом, оказывающую влияние на угол
увода колеса. 

3. Дифференциальные уравнения
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кинематических связей качения колес 4. Разработана методика определе ­
второго порядка позволяют совместное ния коэффициентов уравнений кинема­
решение с динамическими уравнениями тических связей колеса, основанная на
движения колесной машины без диффе- использовании метода изохронной ва ­
ренцирования, тем самым исключая по- риации кривизны линии качения центра
терю начальных условий при решении пятна контакта пневматика с опорной
прямой и обратной задач динамики поверхностью. 
движения автомобиля. 

Рис. 4. Изменение коэффициента А в зависимости от радиальной нагрузки N и давления воздуха
в шине Р: 1 – при N = 44300 H; 2 – при N = 24500 H; 3 – при N = 24500 H; 4 – при N = 14600 H 
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