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Аннотация 
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Введение 
 
Математическое моделирование 

курсового движения колесных машин 
позволяет оценить их функциональные 
свойства и оптимизировать конструк-
тивные параметры еще на стадии проек-
тирования. 

Эффективность колесных машин 
определяется такими показателями, как 
скорость движения, маневренность, 

курсовая устойчивость и управляе-
мость, которые в значительной степени 
зависят от параметров их ходовой ча-
сти, а также упругодиссипативных ха-
рактеристик подвески и шин. Выбор ра-
циональных значений указанных пара-
метров может быть выполнен с исполь-
зованием занимающих много времени и 
требующих значительных средств на-
турных испытаний. Поэтому в работе 
для исследования влияния упругодис-
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сипативных параметров автомобиля на 
его курсовую устойчивость управляемо-
го курсового движения предложена ме-
тодика имитационного моделирования, 
построенная на основе разработанной 
математической модели. 

В процессе управляемого курсово-
го движения автомобиль испытывает 
неравномерность нагрузки на шины и 
элементы подвески, поэтому для повы-
шения точности имитационного моде-
лирования его математическая модель 
должна содержать дифференциальные 
уравнения вертикальных, продольно-  
и поперечно-угловых колебаний остова,  
а также вертикальных и угловых отно-
сительно вертикальной оси колебаний 
движителей. 

Целью работы является разра-
ботка методики моделирования управ-
ляемого курсового движения легково-
го автомобиля по недеформируе- 
мым опорным поверхностям с микро-  
и макропрофилем. 

 
Построение математической модели 

курсового движения автомобиля 
 

Для построения математической 
модели курсового движения легкового 
автомобиля были обоснованно выбраны 
независимые динамические и кинемати-
ческие параметры, построены расчетные 
схемы и выполнен вывод соответствую-
щих дифференциальных уравнений. 

Математическая модель построена 
на основе схемы Лагранжа второго рода 
[1, 4], позволяющей формализовать ре-
жимы установившегося и неустановив-
шегося движения автомобиля с управ-
ляющими воздействиями водителя на 
рулевое колесо. 

Разработанная математическая мо-
дель содержит подсистемы, описываю-
щие имитацию вертикальных и продоль-
но-поперечных колебаний подрессорен-
ной массы (остова) автомобиля, его кур-
сового движения, а также вертикальных и 

угловых колебаний движителей. 
Подсистема вертикальных и про-

дольно-поперечных колебаний подрес-
соренной массы содержит три диффе-
ренциальных уравнения второго поряд-
ка для независимых координат: zc – вер-
тикальные перемещения центра масс;  
,  – углы поворота остова относи-
тельно центральных продольной и по-
перечной осей. В подсистеме курсового 
движения используются координаты:  
, xc, yc – курсовой угол и перемещения 
центра масс автомобиля по его цен-
тральным продольной и поперечной 
осям. В качестве независимых перемен-
ных подсистемы вертикальных и угло-
вых колебаний движителей автомобиля 
использовались вертикальные переме-
щения z1, z2, z3, z4 центров масс колес  
и угловые перемещения 1, 2, 3, 4  
ободьев относительно вертикальных  
осей их шин. 

Для вывода уравнений курсового 
движения автомобиля была разработана 
расчетная схема, приведенная на рис. 1. 

На рис. 1 расстояния от центра 
масс до центров передней оси и заднего 
моста автомобиля обозначены как  
l1 и l2; половина левой и правой ширины 
колеи передней осей – dk1, dk2, заднего 
моста – dk3, dk4; управляемый водителем 
угол поворота переднего левого коле- 
са – θ1. Для обозначения продольных 
линейных скоростей центров передних 
левого и правого колес используются 
переменные v1, v2, левого и правого зад-
них колес – переменные v3, v4. 

Проекции линейных скоростей цен-
тров колес автомобиля на их продольную 
и поперечную оси обозначены перемен-
ными 1 1 2 2 3 3 4 4, , , , , , ,y y y yx x x x       . 

Для обеспечения движения авто-
мобиля без бокового проскальзывания 
конструкция системы его управляемого 
движения обеспечивает изменение  
угла θ2 поворота переднего правого ко-
леса в зависимости от левого таким об-
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разом, чтобы нормали к проекциям 
средних линий вертикальных плоско-
стей этих колес на опорной поверхности 
пересекались в точке О (см. рис. 1). Из-
менение угла поворота переднего пра-
вого колеса автомобиля определяется  

по уравнению 

1
2 1

1 2 1 2

tgθ
θ arctg tgθ 1 .

( ) / ( )k kd d l l

 
    

  (1) 

 
 

1x

1y

2x

2y

3x

3y

4x

4y

 
 

Рис. 1. Расчетная схема курсового движения автомобиля 
 

 
Для моделирования взаимодей-

ствия пневматических шин автомобиля 
с опорной поверхностью использова-
лась теория увода Рокара [2, 3], соглас-
но которой на колеса автомобиля дей-
ствуют пропорциональные углам уво- 
да i  боковые реакции дороги Рki: 

 
δ , 1...4,ki ui iР k i             (2) 

 
где kui – коэффициент сопротивления 
боковому уводу шины i-го колеса, зави-

сящий от многих факторов [2, 3]. 
В связи с этим при интегрирова-

нии динамических уравнений курсового 
движения автомобиля значения коэф-
фициентов kui необходимо уточнять на 
каждом шаге времени интегрирования 
уравнения движения. 

Углы увода шин i каждого колеса 
определялись по составленным уравне-
ниям проекций скоростей иi iyx   на 

нормали n–n их продольных скорос- 
тей vi  (см. рис. 1). 
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Отсутствие бокового проскальзы-
вания колес определялось выражением, 
описывающим разность этих проекций, 
которые приравнивались нулю, а затем 

дифференцировались по времени. В ре-
зультате таких преобразований были 
получены выражения для определения 
углов увода шин каждого колеса: 

 
1 1

1 1

δ φ θ arctg(( φ cos φ φ sin φ) / ( φ sin φ φ cos φ)),

1, 2;

δ φ arctg(( φ cos φ φ sin φ) / ( φ sin φ φ cos φ)),

3, 4.

i i c i c i

i c i c i

y l d x l d

i

y l d x l d

i

     
 
    
 

     

          (3) 

 
Вывод уравнений продольно-

поперечных и вертикальных колебаний 
центра масс автомобиля и вертикальных 

колебаний колес выполнен на основе рас-
четной схемы, представленной на рис. 2. 

 
 
 

x

Φ ѱ z3,4

zc

z1,2

q1,2q3,4

z

С

 
 

Рис. 2. Расчетная схема вертикальных и продольно-поперечных перемещений автомобиля 
 
 

Параметры q1…q4 на рис. 2 пред-
ставляют собой случайные вертикаль-
ные неровности дороги: cp1…cp4, 
kp1…kp4 – жесткости и коэффициенты 
демпфирования элементов подвески 
(левой, правой передней и задней); 
c1…c4, k1…k4 – жесткости и коэффици-
енты демпфирования (левой, правой пе-
редней и задней шин). 

Полная математическая модель, 
содержащая уравнения продольно- и 
поперечно-угловых, а также вертикаль-
ных колебаний остова легкового авто-
мобиля, его курсового движения, верти-
кальных колебаний колес и угловых ко-
лебаний шин, имеет вид: 
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Моделирование вертикальных 
воздействий микропрофиля  

опорной поверхности 
 
Для приближения условий моде-

лирования курсового движения автомо-
биля к реальным условиям разработан-
ная методика построена с учетом слу-

чайных вертикальных воздействий мик-
ропрофиля опорной поверхности, кото-
рые моделировались на основе экспо-
ненциально-косинусной корреляцион-
ной функции R(t) [5, 6]: 

 

   α2σ cos β ,tR t e t  
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где σ – среднее квадратичное отклоне-
ние неровности микропрофиля опорной 
поверхности; α, β – коэффициенты кор-
реляционной связи. 

Эти воздействия моделировались 
по следующему уравнению: 

 

     

   

0 1

1 2

1

1 2 , 0, 1 ,  2, ,

Nq n a x n a q n

b q n b q n n

   

     
 

(5)

 

 
где q[n] – n-я координата неровности 
микропрофиля опорной поверхности;  
a0 = σb0; xN[n] – псевдослучайное число 
с нормальным законом распределения; 
a1 = /b0; 
 

  
0,50,5

2 2
0 1 1 04b c c c     

; 

 

 α
1 2 cos βhb e h ; 

 
2α

2
hb e ; 

 

   α 2α
0 1 cos βh hc e e h   ; 

 
4α

1 1 hc e  ; 
 

h – шаг по времени интегрирования диф-
ференциальных уравнений движения. 

Формирование последовательно-
стей псевдослучайных нормально рас-
пределенных чисел выполнялось по 
специальной методике на основе равно-
мерно распределенных числовых по-
следовательностей по формуле 

 

 
17

1

 N i
i

x n x


  , 

 
где xi – равномерно распределенные 
случайные числа, генерируемые с по-
мощью датчика псевдослучайных рав-
номерно распределенных чисел. 

Микропрофиль дороги был зара-

нее смоделирован по уравнению (5)  
и сохранен в специальном файле. 

Разработанное программное обес-
печение позволяет также использовать 
файлы реальных микропрофилей дорог, 
полученных с помощью специального 
оборудования. 

При интегрировании уравнений 
движения автомобиля считанные из 
файла ординаты микропрофиля уточ-
няются в соответствии с реальной 
продольной скоростью движения  
автомобиля. 

 
Алгоритм имитационного  

моделирования курсового движения 
автомобиля 

 
Алгоритм имитационного модели-

рования курсового движения автомоби-
ля основан на численном интегрирова-
нии дифференциальных уравнений (4)  
и предусматривает формирование ре-
зультатов моделирования в виде строк, 
каждая из которых содержит время, 
значения независимых координат и их 
скоростей, реакций опорной поверхно-
сти на управляемые колеса, усилия в 
элементах подвески и моментов, вызы-
вающих угловые перемещения остова 
автомобиля. 

Решение полученных уравнений 
движения выполнялось с использо- 
ванием численного метода с перемен- 
ным шагом. 

В качестве исходных данных зада-
чи использовались массогеометриче-
ские и упругодиссипативные парамет-
ры, содержащиеся в системе уравнений 
движения (4). 

При выполнении расчетных ис-
следований моделирование курсового 
движения автомобиля начинается с вво-
да необходимых исходных данных и 
начальных условий интегрирования, ор-
динат неровностей микропрофиля опор-
ной поверхности, а также параметров 
управления курсовым движением. 

Последние задавались с помощью 
специальной таблицы, в первой строке 
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которой задавались моменты времени 
подачи управляющих воздействий води-
теля на управляемые колеса, во второй – 
задаваемые водителем скорости измене-
ния угла рулевого колеса, в третьей – 
максимально допустимые скорости дви-
жения автомобиля, при которых от-
сутствует отрыв колес от дорожной 
поверхности при движении по задавае-
мой траектории [5, 6]. 

Пример задания параметров уп-
равления курсовым движением автомо-
биля с начальной скоростью движения 
19 м/с в виде закона скорости измене-
ния угла поворота переднего левого 
управляемого колеса для совершения 
маневра «движение по круговой траек-
тории» представлен в табл. 1. 

 
 
Табл. 1. Закон изменения скорости угла поворота рулевого колеса  
 

t 1 1,512 2,04 205 

1θ  0 0,149 –0,149 0 

v 19 14 14 15 

 
 
В приведенной таблице построен 

режим движения автомобиля по круго-
вой траектории, в которой на интервале 
времени t от нуля до 1 с скорость угла 
поворота левого управляемого коле- 

са 1θ  равна нулю – прямолинейное дви-

жение; в интервале от 1,0 до 1,512 с – 
0,149 рад/с; в интервале от 1,512  
до 2,04 с – -0,149 рад/с, т. е. скорость по-
ворота рулевого колеса уменьшится до 
нуля. При этом угол поворота займет не-
которое значение, а автомобиль будет со-
вершать маневр по круговой траектории. 

 
Результаты имитационного 

 моделирования управляемого курсового  
движения автомобиля 

 
Расчетные эксперименты прово-

дились на интервале времени от нуля  
до 205 с по дорогам с задаваемыми па-
раметрами неровностей дороги. 

Каждая строка файла результатов 
моделирования содержит следующие 
значения: момент времени, значения 
обобщенных координат уравнений мо-
дели и скоростей их изменения, значе-
ния углов увода управляемых колес, ор-
динаты неровностей микропрофиля до-
роги и их скорости, а также боковые ре-

акции дороги на колеса автомобиля. 
На рис. 3 приведен вариант ими-

тационного моделирования курсового 
движения автомобиля по круговой тра-
ектории с заданными в табл. 1 парамет-
рами угла поворота рулевого колеса. 

На рис. 3 значения углов увода 
шин 1,2 и 2,4 умножены на 105, а значе-

ния угловой скорости φ  –  на 102. 
Автомобиль, двигаясь по круговой 

траектории, за 205 с совершил пять не-
полных оборотов. При таком маневре 
углы увода шин колес автомобиля ста-
билизировались с момента времени 
примерно 20 с. 

Для проверки работоспособности 
разработанной математической модели 
и программного обеспечения использо-
валась фазовая траектория движения 
центра масс автомобиля в координа- 
тах XOY (рис. 4). 

 
Заключение 

 
Таким образом, приведенные ре-

зультаты имитационного моделирова-
ния подтверждают работоспособность 
разработанного программного обеспе-
чения и возможность использования его 
для исследований влияния массогео-

114



Вестник  Белорусско-Российского университета. 2022. № 3(76) 
____________________________________________________________________________________________________ 

Машиностроение 

метрических параметров автомобиля и 
упругодиссипативных характеристик 
его подвески и шин на курсовую устой-

чивость при движении по различным 
категориям дорог. 

 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

 
 

Рис. 3. Результаты имитационного моделирования движения автомобиля по круговой  
траектории со скоростью 19 м/с: 1, 2 – перемещение центра масс по продольной и поперечной осям; 3, 4 – скорости  
перемещения центра масс по продольной и поперечной осям; 5, 6 – курсовой угол и скорость его изменения; 7, 8 – углы увода шин 
левого и правого передних колес, 9, 10 – углы увода шин левого и правого задних колес 

 
 

 

 

 
 
Рис. 4. Фазовая траектория движения центра масс автомобиля на интервале времени от нуля  

до 205 с 
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