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Аннотация 
Рассматривается возможность создания системы косвенного индукционного нагрева жидкости с 

управлением посредством параметрического идентификационного метода. Рассмотрен состав системы 
косвенного индукционного нагрева жидкости. Предложено математическое описание электромагнитных 
и механических процессов в рассматриваемой системе. В ходе исследования приведена стратегия для 
определения параметров модели. Разработана поэтапная схема решения. Выполнена реализация логики 
управления алгоритмом в MATLAB с применением инструмента Stateflow. 
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Abstract 
The article considers the possibility of creating a system for indirect induction heating of a liquid con-

trolled by a parametric identification method. The composition of the system for indirect induction heating of 
liquids is given. A mathematical description of electromagnetic and mechanical processes in the system under 
consideration is proposed. The research provides a strategy for determining the parameters of the model. A step-
by-step solution scheme has been developed. The algorithm control logic has been implemented in MATLAB 
using the Stateflow tool. 
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В настоящее время системы ин-
дукционного нагрева нашли широкое 

распространение в промышленности и 
быту, поскольку они обеспечивают  
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безопасность, чистоту, лучшую произ-
водительность и более высокий КПД  
по сравнению с классическими систе-
мами электрического нагрева. 

В ходе развития силовой электро-
ники и микропроцессорной техники 
можно добиться более высокой темпе-
ратуры и более точного управления 
температурным режимом и энергетиче-
скими показателями нагреваемой среды. 
Особенностями управления индукцион-
ными установками как объектами 
управления являются сложный характер 
взаимосвязанных электро- и теплофизи-
ческих процессов и неравномерность 
пространственных распределений тем-
пературных полей внутреннего тепла 
объекта нагрева [1]. По этой причине 

интерес представляет параметрическая 
идентификация параметров среды си-
стемы косвенного индукционного 
нагрева жидкости.  

В настоящее время детально раз-
работаны модели с распределёнными 
параметрами, решены проблемы пара-
метрической оптимизации с целью по-
вышения эффективности процесса 
нагрева жидкости [2–6]. Однако осо-
бенности каждого конкретного устрой-
ства могут потребовать отдельного  
исследования. 

Общая структура программно-
аппаратного обеспечения установки 
нагрева жидкой среды представлена  
на рис. 1 [5].  

 
 

а) 

 
 
 

Рис. 1. Структура программно-аппаратного обеспечения установки нагрева жидкой среды: а – общая 
структура; б – блок-схема процесса энергообмена  

118



Вестник  Белорусско-Российского университета. 2022. № 3(76) 
_________________________________________________________________________________________________________________ 

Электротехника 

 
б) 

 
 

 
Окончание рис. 1  

 
 

Системы автоматического регули-
рования (САР) технологических устано-
вок с цифровыми устройствами управ-
ления независимо от мощности уста-
новки и масштабов производства тре-
буют разработки алгоритмов, способ-
ных проявить все преимущества интел-
лектуализированного управления [7].  

Проектирование САР-устройства 
для нагрева жидкости преследует цели 
улучшения управляемости технологиче-
скими параметрами, повышения произ-
водительности и энергетической эффек-
тивности установки, выбор размера 
массива первичных данных, использо-
вания приёмов идентификации нена-
блюдаемых, но важных параметров тех-
нологического процесса, т. е. парамет-
ров среды системы косвенного индук-
ционного нагрева жидкости.  

Решены задачи получения матема-
тического описания процесса нагрева в 
операторной форме, использования 
приёмов частотного анализа и синтеза 
САР, формирования тепловой модели 
процесса для последующего учёта ре-
зультатов синтеза в цифровом алгорит-
ме работы микроконтроллера [9].  

Модель должна быть информа-
тивной и по сложности приемлемой для 
реализации возможности построения 
цифрового программного алгоритма 
управления объектом с использованием 
микроконтроллера общепромышленно-
го назначения. 

В основу математической модели 
процесса энергообмена системы кос-
венного индукционного нагрева жидко-
сти положена система пяти дифферен-
циальных уравнений: 
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Модель соответствует нагревате-

лю средней мощности [4]. 
Индексы у параметров соответ-

ствуют индуктору 1, вторичному телу 2, 
нагреваемому токами Фуко в однослой-
ной модели [5], объёму нагреваемой 
жидкости 3, окружающей среде 4  
(см. рис. 1).  

Тепловой процесс характеризуют 
абсолютная температура, превышения 
температуры, теплоёмкости отдельных 
элементов схемы, коэффициенты теп-
лопередачи (t, τj, Сj, Аjk при j = 1, 2, 3;  
k = 2, 3, 4).  

В данном случае система состоит 
из фиксированной области R ⊂ E евкли-
дова точечного пространства E, содер-
жащей одно или несколько движущихся 
через нее твердых тел, а также окружа-
ющий воздух.  

Примем, что R содержит эталон-
ную (например, начальную) Br ⊂ R  
и текущую Bc ⊂ R конфигурации среды. 
Они моделируются здесь как электро-
магнитные, тепловые и механические 
континуумы, характеризующиеся зави-
сящим от времени полем деформации ξ 
вместе с дополнительными степенями 
свободы, представляющими электро-
магнитные поля [11].  

В то время как зависящие от вре-
мени электромагнитные поля определе-
ны во всей области R, также в воздухе, 
окружающем неподвижные или движу-
щиеся материальные тела, поле дефор-
мации ξ и все производные от него ки-
нематические поля логически ограниче-
ны граничными условиями.  

Следует отметить, что поскольку 

соответствующие электромагнитные 
частоты менее 10 МГц, то волновой ха-
рактер электромагнитных полей незна-
чителен и им можно пренебречь [4]. 
Фактически это соответствует так назы-
ваемому квазистатическому приближе-
нию. Для простоты здесь также прене-
брегают любыми термоэлектрическими 
эффектами, а также всякой магнито-
стрикцией (т. е. эффектом Холла). Это 
разумно для таких проводников, как 
алюминий или медь, при комнатной 
температуре и «слабых» магнитных по-
лях. Кроме того, несмотря на повыше-
ние температуры во время электромаг-
нитного нагрева из-за механического 
рассеяния и джоулева нагрева это уве-
личение невелико. Следовательно, для 
простоты предполагается принять изо-
термические условия.  

Магнитное поле может быть смо-
делировано здесь как диффузное в ин-
тересующем нас масштабе длины и 
времени. В этом случае уравнения 
Максвелла и калибровочное условие 
Кулона divsa = 0 дают соотношение 
диффузного поля [10] 

 
∂a + ∇sχ − κEM divs (∇sa) = 0       (2) 

 
для векторного потенциала a вместе с 
 

divs (∇sχ) = (∇s)2χ = 0   (3) 
 

для скалярного потенциала χ, где κEM 
представляет коэффициент магнитной 
диффузии. Как обычно, a и χ определя-
ют магнитный поток через b, а электри-
ческое поле через −e = ∂a + ∇sχ.  

120



Вестник  Белорусско-Российского университета. 2022. № 3(76) 
_________________________________________________________________________________________________________________ 

Электротехника 

Учитывая, что электромагнитные 
поля (рис. 2, блок «Current») меняются 
во времени намного меньшем, чем ме-
ханические поля, конвективный член  

b × v в электродвижущей напряжен- 
ности ε = e + v × b намного меньше, 
чем e, и, следовательно, −ε ≈ ∂a + ∇sχ. 

 
 

 
 

Рис. 2. Реализация алгоритма в MATLAB с применением инструмента логики управления 
Stateflow. Логика управления 

 
 
Материальные параметры, вве-

денные в приведенную выше модель, 
включают магнитопроводность κEM, 
электропроводность σEM, объемный мо-
дуль κr, модуль сдвига µr, а также дина-

мические параметры γ0, σ0 и m0.  
В целях идентификации модели 

будем считать в хорошем приближе-
нии, что первые пять из них известны 
и фиксированы. В этом случае мас- 

121



Вестник  Белорусско-Российского университета. 2022. № 3(76) 
_________________________________________________________________________________________________________________ 

Электротехника 

сив p идентифицируемых параметров 
принимает вид: 

 
p = f (γ0, σ0, m0).           (4) 

 
Значения, которые они могут при-

нимать, подчиняются определенным 
физическим ограничениям, например,  
γ0 > 0, σ0 > 0 и m0 > 1.  

Далее кратко излагается алгорит-
мическая формулировка представлен-
ной выше модели.  

Различие в электромагнитном и 
механическом масштабах времени,  
а также разная природа задействован-
ных полей предполагает поэтапную 
процедуру численного решения, вклю-
чающую отдельные сетки для электро-
магнитных полей.  

Решая затем уравнение (3) явно в 
каждом Wck с учетом обычных гранич-
ных условий между идеальным провод-
ником (медь) и изолирующей средой, 
получаем 

 

1

0 для ;

0 для ;

для
ck

C S

S S

EM k ckA

R C S

S
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
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   (5) 

 
для исходного члена ∇sχ в (2) при 
 

1
1

.
ck

kA
c к

r




     e n         (6) 

 
Отметим, что данная величина  

не зависит от выбранного сечения Аck 
при заданных геометрических условиях. 
Здесь еφ обозначает единичный вектор в 
направлении φ, а Аck – поперечное сече-
ние k-го тора с внешним единичным 

вектором нормали nk.  
Таким образом, обсуждавшиеся 

упрощения модели приводят к аналити-
ческому решению (3) и, следовательно, 
к устранению χ как степени свободы в 
модели. Подставляя (5) в (2), формируя 
скалярное произведение результата с 
пробным векторным потенциалом a∗  
и частичное интегрирование, получаем 
слабую форму 

 

1
* * *

ck ck
EM S S EM kkR R W A
к c 


              a a a a I n a e a                     (7) 

 
вместе с граничными условиями для a, 
как обсуждалось выше. Соотноше- 
ние (7) является отправной точкой  
для конечно-элементной дискрети- 
зации [11]. 

Рассмотрим тепловую часть  
(см. рис. 2, блок «Temperature») с уче-
том механической (см. рис. 2, блок 
«Mechanical») связанной модели. Мо-
дель основана на слабом балансе им-
пульса поля ξ. При чисто кинематиче-
ских граничных условиях это определя-

ется выражением 
 

*) 0
r

r rB
      f P             (8) 

 
относительно референциальной конфи-
гурации Br ⊂ R для всех соответствую-
щих тестовых полей ξ*.  

Здесь 
 
f = det(F);       l = det(F) j × b       (9) 
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представляет собой силу (плотность) 
Лоренца (тела), l – ее представление в 
текущей конфигурации, P – первое 
напряжение Пиолы – Кирхгофа и гради-
ент распространения температурного 
поля F = ∇rξ.  

Переходя к электромагнитной 
слабой форме (7), дискретизация мето-
дом конечных элементов и времен- 
ное интегрирование по обобщенному  
правилу трапеций на интервале tn, n + 1  
дают систему 

 

1 11

1, 1 1, 11

,
(1 )

S S SS
n nn

S SS
n n n n n nnt t
 
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A B ca
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                        (10) 

 

которая должна быть решена для 1
S
na   

и 1
S
na  в контексте текущего поэтапного 

подхода с фиксированным 1
S
nх .  

Здесь AS представляет собой дис-
кретизированную пространственную 
часть «жесткости», а BS – диффузион-
ную часть «массы» в (3).  

Через 1
S
nc  реализуется измерен-

ный входной ток, управляющий опера-
цией нагрева среды.  

Величина нагрева регулируется 
параметром 0 < α ≤ 1 [12].  

Дискретизация механической сла-
бой формы (8) с помощью метода ко-
нечных элементов и использование ал-
горитма Ньюмарка для интегрирова- 
ния (8) на интервале времени tn, n+1 дает 
неявную алгоритмическую систему  
(см. рис. 2, блок «Time») 

 

1, 1{ , } 0S S
n n n  f x p              (11) 

 

в терминах массива 1
S
nх  узловых поло-

жений, зависящих от времени, при фик-
сированной силе Лоренца ln+1.  

Решение (11) получается итераци-
ей Ньютона – Рафсона [8] в терминах 
его последовательной линеаризации.  

Через K дискретная форма (11) за-
висит также и от текущих (неизвестных) 
значений внутренних переменных.  

Получим алгоритмическое соот-
ношение, записанное в компакт- 
ной форме, 

 
rα n+1,n{αn+1, Fn+1, p} = 0, (12) 

где α = (lnVE, rǫP); rα = (rlnVE, rǫP).  

Последнее соотношение снова ре-
шается с помощью итерации Ньюто- 
на – Рафсона и выполняется в каждой 
точке интегрирования в каждом элемен-
те системы. 

Вышеупомянутая поэтапная схема 
решения подробно описана ниже.  

1. Необходимо обновить гранич-
ные условия и параметры питания 
(например, ток I в катушке индуктора) 
до t = tn+1. 

2. Необходимо обновить гранич-
ные условия и инициализировать узло-
вые поля, т. е. ( )

1
S k S
n n x x , ( )

1
S k S
n n  x x , 

( )
1

S k S
n n  x x  при k = 1. 

3. Необходимо получить ( )
1

S k
na   

и ( )
1

S k
na  из формулы (10) в зависимости, 

в частности, от (например, определяе-
мого экспериментально) значения In+1 
электрического тока в катушке индук-
тора, а также текущее пространственное 
распределение σEM и κEM в R. 

4. Необходимо получить ( )
1

k
nl  из 

формулы (8).  
5. Необходимо решить (11) при 

фиксированных ( )
1

k
nl  и p, получить 

( 1)
1

S k
n


x , ( 1)

1
S k
n


x , ( 1)

1
S k
n


x  и ( 1)

1
S k
n


e . 

6. Повторяются пп. 2–5 для  
k = 2, ... до тех пор, пока не будет полу-
чена сходимость, дающая 1

S
nх , 1

S
na   

и обновленные внутренние переменные. 
Описанный алгоритм реализован в 

пакете прикладных программ для реше-
ния задач технических вычислений 
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MATLAB с применением инструмента 
логики управления Stateflow (см. рис. 2). 
Stateflow представляет собой графиче-
ский язык, который включает диаграм-
мы переходов состояний и блок-схемы, 
создавая комбинаторную логику и ло-
гику принятия решений [13].  

Модель в Stateflow базируется на 
потоках и позволяет разным компонен-
там приложения менять состояние и реа-
гировать на изменение этого состояния. 

Данный алгоритм может быть реа-
лизован в объединении Stateflow с 
Simulink для эффективного моделиро-
вания гибридных систем. 

Представленный тип моделирова-
ния особенно полезен для систем, кото-
рые имеют множество возможных ре-
жимов работы, основанных на дискрет-
ных событиях. 

При теоретическом обсуждении 
методов идентификации модели можно 
было показать, что обратный метод ко-
нечных элементов может быть расши-
рен методами, общими для идентифи-
кации статистической модели, такими 
как анализ корреляции, чувствительно-
сти и ошибок.  

Такие методы важны, поскольку 
они предлагают меры для надежности 
идентифицированных данных.  

Включение их в обратный анализ, 
а также их проверка могут быть проде-
монстрированы в контексте идентифи-
кации высокой скорости косвенного 
нагрева среды. 

Более того, в будущем можно по-
казать, что идентификация определяю-
щих параметров может быть упрощена 
определенным образом.  

В отличие от полностью учтенной 
зависимости от изменения геометрии 
установки, существует очень малая чув-
ствительность параметров модели мате-
риала к резкому увеличению электро-
магнитной нагрузки в начале процесса. 
Именно такая ситуация позволяет про-
водить идентификацию при ступен- 

чато-фиксированных электромагнит- 
ных нагрузках. 

 
Выводы 

 
Электромагнитный косвенный 

нагрев является технологией, известной 
уже несколько десятилетий, однако в 
настоящее время возобновился интерес к 
ее промышленному применению. Наряду 
с этим интересом, растет заинтересован-
ность поиска рационального набора па-
раметров энергообмена системы косвен-
ного индукционного нагрева жидкости. 

Однако до сих пор в подходах к 
моделированию процесса косвенного ин-
дукционного нагрева, найденных в лите-
ратуре, отсутствует комплексный под-
ход, подходящий для идентификации па-
раметров данного метода нагрева. Это 
мотивирует алгоритмическую формули-
ровку и реализацию связанной электро-
магнитной и тепловой моделей поля для 
двумерных задач.  

Алгоритмическая формулировка и 
численная реализация этой связанной мо-
дели основана на смешанной дискретиза-
ции тепловых и электромагнитных полей в 
сочетании с неявной ступенчатой схемой 
численного решения на двух сетках.  

В ходе исследования приведена 
стратегия для определения параметров 
модели в виде общего алгоритма в 
MATLAB с применением инструмента 
логики управления Stateflow. На данном 
уровне исследования детализация алго-
ритма в MATLAB нецелесообразна и 
подлежит дальнейшей углубленной раз-
работке с дальнейшим изучением и пред-
ставлением результатов. 

В контексте соответствующей об-
ратной задачи цель здесь состоит в том, 
чтобы идентифицировать такие парамет-
ры, как величины тока и частоты в ин-
дукторе, величины температуры и вре-
мени нагрева среды, используя данные, 
полученные из экспериментов по кос-
венному нагреву жидкой среды.  

Таким образом, представленное 
исследование демонстрирует один из 
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возможных вариантов идентификации 
параметров среды для системы кос-

венного индукционного нагрева жид-
костной среды. 
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