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УРАВНЕНИЯ ЛЯПУНОВА -  РИККАТИ

Получены конструктивные достаточные условия однозначной разрешимос
ти периодической краевой задачи для матричного дифференциального уравне
ния Ляпунова -  Риккати и априорная оценка области локализации решения. 
Дан итерационный алгоритм построения решения, основанный на вычислитель
ной схеме классического метода последовательных приближений.

где t e l ,  А, В, Qe  С (/Д "х"), F e  Предполагается, что матри-

ца-функция F(t ,X)  в области D- = є /, ||х |< р }  удовлетворяет

относительно Хусловию Липшица (локально); F(^,0)Mö \ I  = [0,со], со> О,
О < р  < оо.
При Q = О двухточечная краевая задача качественными методами иссле
довалась в работе [1], конструктивными методами [2] -  в [3-5], с пери
одическими краевыми условиями -  в [6-8].

(левосторонняя регуляризация)

Введение
Рассмотрим краевую задачу

—  = A( t )X + XB(t) + XQ(t)X + F(t ,X),  X(t) є E"x”, 

X(0) = X(co),

(1)

(2)

Основная часть
Примем следующие обозначения:

СО

Dp = ' .tel, И < р } ,  D = {x(t)-.\x\c <p\, Ä(w) = $A(T)dT,
О

у = Ip Ч©)], ot = шах|ДО||5 >0 = тах||^(/)||, <5 = тах||0(ґ)||, A = max||.F(f,0)||,
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где 0 < р < р ,  t e l  у L = L(p)> 0 -  постоянная Липшица для F( t ,X ) в 
области D , fl • I -  подходящая норма матриц, например, любая из норм, 
приведенных в [9, с. 21].

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:
с1еЫ(й))^0, (3)

(р{р)<р,  (4)

q(p)<  1. (5)
Тогда в области Dp решение задачи (1), (2) существует и  единствен

но, при этом справедлива оценка ||ЛГ||С < <р(р).
Доказательство. Используя условие (3), сначала выведем матричное 

интегральное уравнение, эквивалентное задаче (1), (2).
Пусть X(t ) -  решение задачи (1), (2). Тогда из (1) имеем 

t

X ( t )  =  Х ( 0 )  +  § [ а ( т ) Х ( т ) +  Х(т)В(т)  +  X ( t ) Q ( t ) X ( t )  +  F ( t , X ( t ) ) ] c I t . ( 6 )
О

Полагая в (6) t = a>, получим на основании условия (2)
СО

$[ а ( т ) Х ( т ) + Х( т) В( т)  + X ( t ) Q ( t ) X ( t ) + F( T , X( T ) ) ] d T  = 0. (7)
О

Запишем соотношение (7) в следующем виде:
со со

^A(r)X(r)dr  = - J [ x  (г)-В(г) + X  ( ) + F(r,X(r)y^dr.  (8)
о 0

В (8) воспользуемся тождеством типа [2, с. 47]:
Со t Ґ  т \  со Ґ  со ^

^A(r)X{z)dr  = Ä(co)X{t} - J <iX(r) + J dX(r).  (9)
0 O V O  J t\T J
Соотношение (8) на основании (9) и в силу (1) можно записать в 

следующем виде:
і (т  \

Ä{m)X(t) = \\ \A{cj)da [А(т) Х ( т) +Х(т)В(т) + X ( t)Q(t) X ( t) +

СО І СО 1

+ F (r ,X ( r ) ) J d r - J ^A(cj)d<j '[а (т) Х ( т) + Х ( т)В(т) + X ( t)Q(t) X ( t) +

СО

+F(r,X(r))~\dT -  ̂ [х(т)В(т) + X ( t)Q(t) X ( t) + F(r,X(T))jdT.
О

Так как, согласно (3), сЬЫ(бу)^0, то отсюда получим матричное 
интегральное уравнение вида
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X(t)  = Ä 1 Jl ^A(<j)dcr [^ (r)X (r)  + X (r)i?(r) + X (r)<2(r)X (r) +
U  VO

со Ґ со Л
+ F (r ,X (r ) )J jr - J J^(cr)Jcт [л(г)Х(г) + Х(г)і?(г) + Х(г)£?(г)Х(г) +

+F(r,X(r'fy^dT -  J|^X(r)l?(r) + X ( t)Q(t) X (t) + F ( r ,X (r ))]dr !>. (10) 

Уравнение (10) можно записать в следующем виде:
СО

Х(і)  = \к(і,т)\А(т)Х(т) + Х(т)В(т) + Х(т)д(т)Х(г)+Р(т,Х(т))^т-
0

со
- Л”1( ^ ) |[ х ( г ) 5 ( г )  + х ( г )0 (т )х (г )  + ^ (т ,х (т )) ]^ г ,

где

K(t,r)

і
A"1 (a>)jA(cr)d<j, 0 <т <t<co,

О
со

-уГ1(бУ) |^ ( сг)^ ст> 0<t <т <а>.

Верно и обратное: всякое непрерывное решение матричного интег
рального уравнения (10) является решением задачи (1), (2). Это можно 
показать с помощью несложных выкладок. А именно: сначала обратимся 
к тождеству (10). Дифференцируя по t обе части этого тождества, полу
чим

dX(t) = [.A(t)X(t ) + X(t)B(t)  + X( t )Q(t )X( t )  + F(t ,X( t ) ) \dt .
Далее воспользуемся этим соотношением в (10) и выполним затем 

интегрирование по частям, используя известную формулу [9, с. 52]. Тог
да получим последовательно

( i f  г Л со Ґ со ^
X(t} = A~l(co)\^\^A{c^d<j dX{r) -^  |^(сг)б/(т dX( r ) -

-J[jX (г ) -  А(т) Х ( т) J r ]  I = А 1 (ö?)j jA(a)der X( t ) -  ^A(r^X{r)dr
0 J [ V 0 J о

Ґ CO \ CO CO CO 1
+ JA(cr)da X(t)~ jA(r)X(r)dT -  fdX(r)+jA(r)X(T)dr> =

+
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ш і ш
= Ä~l (ш Н Ä(co)X{t) -  \dX{z)  [ = X{t) -  Ä~x (co)^dX(r).

Отсюда имеем
со

\dX{r) = О,
о

то есть условие (2) имеет место.
Исследуем разрешимость уравнения (10). Это уравнение запишем в 

операторной форме:
Х  = £(Х),  (11)

где через С обозначен соответствующий интегральный оператор в (10). 
Этот оператор действует на множестве С (/Д "х").

Покажем, что из условий (4), (5) следует выполнение принципа Ба
наха -  Каччиопполи [10, с. 605] сжимающих отображений на множестве 
D , то есть в замкнутом шаре ||Х|| < р.

Сначала покажем, что С(Х) є D для произвольной матрицы-функ
ции X( t )eD.  Выполнив оценки по норме в (И ), получим последова
тельно

1 ( т ^

| |А Х ) ||< |р ^ ) || \U A (cr)dcT  [ A ( t ) X ( t ) + X ( t ) B ( t ) + X ( t ) Q ( t ) X ( t ) +
о Vo J

со Ґ  со Л

■¥F(r,X(r)^dT -  J J^(cr)<icr \^A(t) X ( t) +Х(т)В(т) +X ( t)Q(t) X ( t) +
t \ t  J

CO

+ F (r ,X ( r ) ) ] r f r - J [x ( r )£ ( r )  + X (r)g (r )X (r)  + F (r,X (r))]rfr

*r\] \A{ij)da \а (т) Х ( т) + X ( t)B(t) + X ( t)Q(t) X ( t) + F(T,X(r))\dT +
0 J

+ J  І J^ (< j)Jc r | p ( r ) X ( r )  + X ( r ) i? ( r )  + X ( r )< 2 ( r )X ( r )  + F ( r ,X ( r ) ) | d r +
t \ T  J

+|||х ( т ) 5 ( т ) + Х ( т ) 0 ( т ) Х ( т ) + ^ ( т , Х ( т ))||£/т | <

- 7 11 f І І И И І ^  \( И т )ІІ+ IH M ID k ( r ) l + IIö (t )IIIIx M l 2+
о V o
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+к ( г^ ( 0 ) | ] *  + і(||й(г)||||Х(г)|| + ||Є(г)||||х(г)||2+ ^ (г ,Х (г )) |)
0

< Г j « fr [ ( «  + ß)\x(г)| + s\\x(r)| f + ||/-(r, X(r))||

0)  r

](a> -  t ) [(a  + ß ) \ X (r)|| + 5|| JT(r)f + ||f ( t ,  X(r))|| 

5 ||x ( r ) |f+ ||F (r>X(r))||

+

+a

dr +

dt  +

T + dr><

< ya>\—acc^Sp2 + (a + ß  + Üjp + h^+öp1 + (ß + L )p + h\.

Таким образом,

||£(X)| < yco\^aa> \5p2 + (a  + ß  + L)p + h]+Sp2 + (ß  + L)p + h \  = <p(p). (12)

Из (12) на основании (4) следует соотношение
II А * )1 с

Далее из (11) имеем для произвольных X, X  є Z):

С{Х)-С{Х)  =

(13)

г Ц  г - I  г + Ц  г - I  т Ш г +- А  1 J ^A(<j)d<j
10 V 0

+ 1 (г )0 (т )1 (г )-Х (т )0 (т )Х (г )+ ^ (г ,Х (т )) - ,Р (т ,1 (г ) ) dr

\

<j)d<T
t \т  J

т)\Хіт)-Х(т)\ + \Х(т)-Х(т)\В(т) +

+ X ( t ) Q ( t ) X ( t ) - X ( t) Q ( t ) X ( t ) + F \ t , X ( t ) ) - F ( t , X ( t ))

{т)-Х{т)\в(т) + ї ( т Щ т )ї ( т) -Х (т Щт ) Х{ т)  +

dr
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+ F |r ,X ( r ) j - F ( r , l ( r ) )

Преобразуем следующее выражение:

І ( г ) 0 ( г ) І ( г )  -  X ( t )Q(t ) X ( t ) = jt(T)Q(T)Jt(T) -  X ( t )Q(t ) X ( t ) +

+X(r)Q(r)X(T) -  X ( t)Q(t)X(t) = l ( r ) ß ( r ) ( l ( r )  -  X(r)) +

+i[X(T)-X(r)jQ(T)X(T),

а затем оценим его по норме

£ ( t ) Q ( t ) £ ( t ) - X ( t ) Q ( t ) X ( t ) <2 pS Х(т)-Х(т)

Используя эту оценку, получим последовательно

С ( Х ) - Ц Х ) TU \A(cr)dcj т + \ Х  т ) - Х  т )\В т +

ш ш

+ j |л(сг)<ісг

dr +

dz + т )\В г +

+  X ( t ) Q ( t ) X ( t ) - X ( t ) Q ( t ) X ( t ) +  F ( т , Х ( т ) -  F ( r , X ( j - ) ) | r f r  <

+

+

“ 7 ][(И Т)1 + И Г)1)||̂  ̂  1 ̂

І ( г ) 0 ( г ) І ( г ) - ^ ( т ) Є ( т ) І - ( г ) | |  + |^ ( т Д ( г ) ) - ґ ( т Д ( г ) )

+1(1іИ(-)||^] (Иг)|| + И т)||)||*W- X(т)

1 ( г ) е ( г ) 1 ( г ) - 1 ( г ) е ( г ) Х ( г ) |+  F ( i- , i ( r ) ) -F ( r ,X ( r ) )  

l ( r ) - X ( r )  + Х(т)д(т)І(т)-Х(т)д(т)Х(т)

dr +

dr +

+
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+ -  f (t, X{ t)) dr^ < у \ a ( a  + ß  + 28p + Z) J r  | l ( r )  -  Х(т)

со ж

+ а (а +  /? + 2<5р + L )j(ü)-'r) Х(т)-Х(т)
t

+(ß + 2 Sp + LW ^ ) - X { r )

d t  +

dt  +

< у CD 1 ско{28р + oc + ß  + L  ̂+ 2 8p + ß  + L

dz><

X - X x - x

Отсюда имеем оценку

£ ( ! ) - £ ( ! ) X - X (14)

Из анализа соотношений (13), (14) видно, что неравенства (4), (5) 
являются условиями принципа сжимающих отображений применитель
но к (11). На основании этого заключаем, что в шаре ||Х|| < р  решение 
уравнения (11) существует и единственно. Таким образом, задача (1), (2) 
однозначно разрешима в области D . При этом на основании (12) спра
ведлива оценка ||х||с < ( р ( р ) . Теорема полностью доказана.

Для построения решения матричного интегрального уравнения (10) 
воспользуемся классическим методом последовательных приближений 
[10, с. 605], [11, с. 53]:

X M ( t ) = ' A - \ c o ) ^ A { c r ) d a \ A { T ) X t (T) + X l (T)B(T)  + X t ( T ) Q ( t ) X t {T) +
о Vo J

++F{r,Xk( r ) ) \ d t - \ \  j A( a) da  [А(т)Хк(т) + Х к(т)В(т)
t\r J

+X t (T)Q(T)Xk(r)+F(T,Xk(T))]dT-

- ) у к{т)В{т) + Х к(т)д(т)Хк(т) + Р(т,Хк(т))^т\, к = 0,1,2,..., (15)

где X Q(t) -  произвольная матричная функция класса С[0,&>], принадле
жащая множеству D .

Используя условие (4), нетрудно доказать индукцией по к, что все 
приближенные решения, полученные по алгоритму (15), принадлежат 
множеству D . Основой доказательства является рекуррентная оценка
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которую нетрудно получить по аналогии с (12).
Изучим вопрос о сходимости полученной последовательности. Сле

дуя известному приему [И, с. 54], этот вопрос заменим эквивалентным 
вопросом о сходимости ряда

X 0(t) + (Xl( t ) - X Q(t)) + (X2( t ) - X l(t)) + ... + (Xlc( t ) - X k_l(t)) + ... (16)

Докажем равномерную по /є[0,<у] сходимость ряда (16). Для этого 
построим сходящийся числовой ряд, который мажорирует на [0,со\ матрич
ный функциональный ряд (16).
Оценим \\Xm+l( t ) - X m(t)\\, учитывая, что

при этом
Используя оценку (18), нетрудно доказать с помощью известных 

приемов [10, с. 605], [11, с. 54], что последовательность {X k{t)}" сходится 
равномерно по t e l  к решению интегрального уравнения (10), при этом 
справедливы оценки

Замечание. Приближенные решения, построенные по алгоритму (15), 
вообще говоря, не обязаны удовлетворять краевому условию (2). В связи 
с этим следует получить соответствующую оценку для

= A(t)Xk (?) + Xt (t)B(l) + Xt {t)Q(t)Xt (t) + F(t,xk (/)). (22)
Подставляя (22) в правую часть (15) и выполняя затем интегрирование 
по частям, получим

(17)

IK *.(О -  X J I )II = \\С(Х Л0) -  С(Хт_,(0)|| S q\\xm -  ||с .
Отсюда следует рекуррентная оценка

\\Х т+\ “ ^ й іс  - Ц \ Х т TW = 1,2,...
На основе (18) получим явную оценку

(18)

(19)

н Г , - Х 0| с , А =  0 ,1 ,2 ...... (20)

(21)

| |^ + і(^ )_ ^ы-і(0)||? к = 0,1,2,... На основании (15) имеем
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( ® ) И  -  (0 ) +  ] а { т ) [ Х ы  ( т ) - Х „  ( r ) ] r f r |  =  0.

Отсюда имеем соотношение
СО

At+1 -  Х іл (й>) -  Х ы  (0) = - p ( r ) [ X 1+, (г) -  X, {r ) ]dr .  (23)
о

Выполнив оценки по норме в (23), получим
со со

1 К « 1 £ Л И г ) [ х ‘ +і( г ) ~ ( г ) ] | к г - Ї Ш  IIх *« ( О ~xt( r )llr f r -
0 0

со

* а\\хы(г) -  x t (трт < аш\\ХЫ -  Xt\\c.
О

Отсюда на основании (19) имеем оценку
I K ,  И - Л Д 0 ) | | <  a f f l u x , -ЛГоЦс, к =  0,1,2,... (2 4 )

Оценки (20), (21), (24) следует дополнить оценкой для ||АГ,-Х0|| . 
В случае Х 0 = 0 эту оценку можно получить в конструктивном виде. 
В самом деле, из (15) при k = 0 имеем в этом случае

СО

ЛГ,(0 = \K ( t ,  r ) F{ r f i ) dT .  (25)
О

Выполнив оценки по норме в (25), получим
О) СО А

ЦХ̂ ОЦ ^ |||іС(?,г)і7(т,0)||dr < h^K(t,r)^dT <—yaco2h. (26)
О 0 2

Используя (26), получим из (21)

и т_и yaco2h
I »c “ 2 Ö ^ ) '  <27>

Очевидно, оценка (27) будет эффективной, если

yaco2h
< Р •2(1 - д )

Легко видеть, что это соотношение выполняется при достаточно малых 
значениях со, h.

Итак, доказана
Теорема 2. Пусть выполняются условия (3)-(5). Тогда в области 

Dp решение задачи (1), (2) существует и  единственно. Это решение пред
ставимо как предел равномерно сходящейся последовательности матрич
ных функций, определяемых рекуррентным интегральным соотношени
ем (15).
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Заключение
Основные результаты данной работы заключаются в следующем:
-  в невырожденном случае с левосторонней регуляризацией разрабо

тана конструктивная методика получения эквивалентного интег
рального уравнения для периодической краевой задачи уравнения 
Ляпунова - Риккати;

-  получены конструктивные достаточные условия однозначной раз
решимости указанного уравнения;

-  исследован алгоритм построения приближенных решений с вычис
лительной схемой классического метода последовательных прибли
жений;

-  выведены конструктивные оценки области локализации решения.

СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННЫХ ИСТО ЧНИКОВ
1. Murty, K.N. Two (multi) point nonlinear Lyapunov systems existence and 

uniqueness /  K.N. Murty, G.W. Howell, S. Sivasundaram / /  Journ. Mathem. 
Anal, and Appl. -  1992. -  V. 167. -  P. 505-515.

2. Лаптинский, B.H. Конструктивный анализ управляемых колебательных 
систем /  В.Н. Лаптинский. -  Минск : ИМ НАН Беларуси, 1998. -  300 с.

3. Laptinsky, V.N. On the Two-Point Boundary-Value Problem for the Riccati 
Matrix Differential Equations /  V.N. Laptinsky, 1.1. Makovetsky / /  Central 
European Science Journal. -  2005. -  V. 3(1). -  P. 143-154.

4. Лаптинский, B.H. К конструктивному анализу двухточечной краевой за
дачи для нелинейного уравнения Ляпунова /  В.Н. Лаптинский, И.И. Ма- 
ковецкий / /  Дифференц. уравнения. -  2005. -  Т. 41. -  № 7. -  С. 994-996.

5. Лаптинский, В.Н. О разрешимости двухточечной краевой задачи для не
линейного уравнения Ляпунова /  В.Н. Лаптинский, И.И. Маковецкий / /  
Весці НАН Беларусі. Сер. фіз.-мат. навук. -  2006. -  № 3. -  С. 218-223.

6. Лаптинский, В.Н. О периодических решениях нелинейных матричных 
дифференциальных уравнений /  В.Н. Лаптинский / /  Весці АН БССР. 
Сер. фіз.-мат. навук. -  1997. -  № 4. -  С. 14-18.

7. Лаптинский, В.Н. Конструктивный анализ периодической краевой задачи 
для нелинейного матричного дифференциального уравнения Ляпунова /
В.Н. Лаптинский. -  Могилев : Белорусско-Российский университет, 2007. -  
26 с. -  (Препринт /  ИТМ НАН Беларуси; № 7).

8. Подолян, С.В. Периодические решения нелинейных матричных диффе
ренциальных уравнений /  С.В. Подолян / /  Весці АН БССР. Сер. фіз.-мат. 
навук, 1988. -  № 6. -  С. 31-34.

9. Демидович, Б.П. Лекции по математической теории устойчивости /  Б.П. Де
мидович. -  М. : Наука, 1967. -  472 с.

10. Канторович, Л.В. Функциональный анализ /  Л.В. Канторович, Г.П. Аки
лов. -  М. : Наука, 1977. -  744 с.

11. Бибиков, Ю.Н. Курс обыкновенных дифференциальных уравнений /  
Ю.Н. Бибиков. -  М. : Высшая школа, 1991. -  303 с.

Поступила в редакцию 04.10.2011 г.




