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К ВОПРОСУ ПОСТРОЕНИЯ РЕШЕНИЙ 
ДВУХТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ЛЯПУНОВА
Рассмотрим матричное дифференциальное уравнение

—  = A {t)X  + XB{t) + F {t,X ), X е О  (1)
dt

где A ,B e C (I,U m ) .  F e C (D p,□ * " ) ,  /  = [0,(о], Dp = { ( / , * )  :/е /,|Л Г ||< р };
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со,р > 0. Предполагаем, что функция F ( t ,X ) удовлетворяет в Dp относительно 
X  условию Липшица с постоянной L > О; F (t, 0) £ 0. Это уравнение является 
обобщением уравнений Ляпунова и Риккати (см., например, [1-4]).

Будем исследовать двухточечную краевую задачу для (1) с условием

AfX(0) + NX(ai) = 0. (2)

где M ,N  -  вещественные (л хп)-матрицы.

Задача (1 ), (2 ) мало изучена; в области D = { ( t , X ) : t e I , X еО ихл| каче
ственными методами она исследовалась в [5]. С помощью конструктивных ме
тодов [6, гл.2, гл.4] периодическая краевая задача для уравнений типа (1) рас
сматривалась в [7, 8]. В данной работе задача (1), (2) исследуется на основе 
конструктивного метода [6, гл.1 ].

Примем следующие обозначения:

Х ,= пш х|і7 (0 |, Х2 = m a x |ir l( f) |. Р  = U~\(d)N -1M  , Т = Р  + Е ,

Р = шах||Л(0||, У = ||^‘ 1||» m = max{||/, ||,l}, A = m ax||F(f,0)||,

9 = уХ./ш>(р+Х), р  = yXm(s>h , \Х \С = тах||ЛГ(7)||,

где X -  XiX2, t е I , || • || -  мультипликативная норма матриц, например, любая 

из норм, приведенных в [9, с. 2 1 ], С  = C {j,U  пхп) -  банахово пространство не

прерывных (их  п)-матричных функций, Е  -  единичная матрица.
Теорема. Пусть выполнены следующие условия:

1 ) detW ^O ,
2 ) d e tr * 0 ,
3 )*< 1 ,

4 )/> /(1 -ў )< р .

Тогда в области Dp решение задачи (1), (2) существует и единственно; 
это решение представимо как предел равномерно сходящейся последователь
ности матричных функций, определяемых рекуррентным интегральным со
отношением.

Доказательство. Пусть X  = X ( t )  -  решение задачи (1), (2). Тогда из (1) 
имеем:

t

X(t)  = U(t)X(0) + U( t )  J lT 1 (z)(X(z)B(x) + F(T,X(x)))dx, (3)
о

где U(t),U(0) = E  -  решение матричного уравнения

dU
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Из (3) имеем следующие соотношения:

= 1и-\х)(Х (х)В (т )+F (x ,X (z )))dz , (4)
О

&
Х(ю) = tf(oo)tT1 (t)X (t) + U(<o) J (/'(x )(X (x )B (x ) + F (x,X(x)))dx . (5)

t

Подставляя (4), (5) в левую часть (2), получим

/
М Х {  0) + NX{ со) = M U -\t)X ( t)  -  М  f i r 'W ^ T ^ t )  + F(x, X(x)))dx +

о
о>

+ N V {m ) ir \ t )X { t)  + NU(e>) $1Г\х)(Х (х)В(х) + F(x, X (x )))dx .
t

Отсюда согласно (2) имеем

M U \ t ) X ( t )  + N U ((a )U \t)X (t)  =

t

=  м \ и ~ х (x) { X ( x)B ( x) +  F {x ,  X (x)))dx -
0

0)
-NU((o) | ^ - 1('с)(А '(т)Д(т) + F ( x, X (x )))dx , 

t

и далее на основании условия 1 )

U -l( (a )N - 'M ir \ t )X ( t)  + U '\ t )X ( t )  = 
t

= U-\a>)N -lM  | і Г ‘(т)(ДГ(т)Л(т) + F(x,X (x)))dx -  (6)
0

-  ] | Г 1(Т )(В Д Д (Т ) + F (x ,X (x )))dx .
t

С учетом принятых обозначений из (6) имеем

t

TU~'(t)X (t) = Р fv ~ 1(x)(X(x)B(x) + F(x,X (x)))dx -

° (7)со '  7

-  J ^ _1(t)(X (x)J?(x) + F(x, X (x )))dx .
t

На основании обратимости матрицы T  (см. условие 2) данной теоремы) от 
уравнения (7) придем к следующему интегральному уравнению:
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X (t)  = U (t)T '
I

Р  |іГ '(т )(А -(т)Д (т ) + F(x,X (x)))dx

(8)

Покажем обратное: всякое непрерывное решение интегрального уравнения (8) 
является решением задачи (1), (2). Дифференцируя по /обе части (8), получим

d X _ d U ( t ) r l  
dt dt

Р  jl/- '  (х)(Х(х)В(х) +  F(x, Х(х))) dx -
_ О

t

+ U ( t ) T [РСГ*(0 ( * ( 'Ж 0  +  F(t,X(f))) + U-\t)(X(t)B(t)  +  /Г(Г,ЛГ(0 ))] =
” t

= A(t)U(t)T~' P ju~'(x)(X(x)B(x) + F(x,X(x)))dx -
_ 0

-  } і Г ' ( т ) ( В Д Л ( т )  + F(x,X{x)))dx 
t _  

+ U ( t) T 'T U \ t )(X (t) B {t)  + F (t,X (t))),

откуда с учетом (8) получим тождество

Щ -  = A(t)X<f) + В Д Ж О  + F (t,X (t)) . 
dt

Покажем, что решение уравнения (8) удовлетворяет краевому условию (2). 
Для этого вместо (8) рассмотрим эквивалентное ему уравнение, полученное из
(7) с учетом последнего тождества

Г Г
|£Г'(т)<ЙГ(т) -  Jl7_1 (х)^(т)^Г(т)£Іт

ш w

f ir '(T )d X (x ) -  \lJ -\x)A (x)X (x)dx
t t  „

Выполнив в (9) интегрирование по частям, получим

TU ~\t)X (t) =
’  t t 

= Р U~l (t)X (t) -  X(0) -  \u(x)X(x)dx -  f IT 1 (x)A(x)X(x)dx
-  0 0

ю о
1/ч (ю Щ с о ) -^ ''(0 ^ (0 -  \U "[(x)X(x)dx- \u-'(x)A(x)X(x)dx

(9)
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где U '\x )  = dU \x ) /d x  = -U  ' (x )^ (x ). Отсюда имеем следующее соотношение:

P A '(0 ) +  £ /“ , (® )A '(to ) =  0 . (10)

Из (10) нетрудно получить (2).
Для исследования разрешимости уравнения (8) воспользуемся принципом 

Банаха-Каччиопполи [10, с. 605] сжимающих отображений с учетом условий 3),
4). Запишем уравнение (8) в операторном виде

Х  = £ (Х ) ,  (11)

где через L  обозначен соответствующий интегральный оператор в (8). Для про
извольной матрицы X (t), принадлежащей шару |АГ| ^  р. имеем

||£ ( Х ) ||< И ') | |М | |Р |Л |1Г ‘(т)(*(т)2?(т) + F (x ,*(x )))|| Jx
L  о

+ + F (x ,X (x» )|rf
t

<  Х 1у т | | ^ - 1( т ) ( Х ( х ) 5 ( х )  +  F ( x , X ( t ) ) ) | < / t .

+

(12)

Поскольку ||F (/,X )|| < іЦхЦ + h, то, продолжая оценки в (12), получим с уче
том принятых обозначений

\ \L (X ) \ \< ХіУтсоХ2 [ ( р  +  i ) | | X | | c  +  h ]  < y b i c o [ ( P  +  £ ) | | Х | | С + * ] <

(13)
<qp + p < q p  + ( l - q ) p  = p.

Отсюда следует оценка

I K W l c ^ p .  (14)

Далее выясним вопрос о сжимаемости оператора L  на шаре |я | с < р . Из

(8) имеем для всех X ,Y  таких, что |Х |С < р , |У||С < р :

£(Х)-£(¥) =
= |i>  / t / - l(x)[(AT(x) -  Г (т))В (х) + F ix ,X (x )) -  F (x ,F(x))]rfx -  (15)

- ] ^ - ,(х ) [(^ (т )  -  Y(x))B(x) + F(x,X (x)) -  F (x,F (x))]rfxJ

Выполнив оценки по норме в (15), получим

I IЦХ) -  Ш ) I I  ^  у Я . / и ю ( р  +  L)\\Х -  Y\\c = q \ \X -  У||с .

Отсюда имеем соотношение
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|£ д а - Х ( ю |с і ? ід г - У іс . (16)

Соотношения (14), (16) являются условиями принципа Банаха-Каччиопполи 
применительно к (11). На основании этого принципа заключаем: уравнение (8) 
однозначно разрешимо в области Dp. Стало быть, решение задачи (1), (2) су
ществует и единственно в указанной области.

Для построения решения уравнения (8) воспользуемся классическим мето
дом последовательных приближений (см., например, [10, с. 605]). Применитель
но к (8) имеем

где X 0(t) -  произвольная матричная функция класса С(1,0 "*"), принадлежащая 
шару |ЛГ0||С < р. Тогда, очевидно ||^ ||с ^ р , (/ = 1,2,...). Это несложно получить 
индукцией по к, используя условие 4). С помощью несложных выкладок можно 
показать (не используя свойств функций Грина), что все приближения, построен
ные согласно алгоритму (17), удовлетворяют краевому условию (2). Используя 
(16), получим рекуррентную оценку

На основании условий 3), 4) последовательность {-X*}”  сходится равно
мерно по t e l  к решению X ( t)  е Dp уравнения (8).

На основании оценки (18) нетрудно получить оценку, характеризующую ско
рость сходимости алгоритма (17):

Х ш ({) = U{t)T~l Р J lT 1 ( т ) ( В Д В Д  + F (x ,X k(T)))dT-
О

(17)

к = 0,1 ,2,

т - 1, 2, . . .
(18)

(19)

к = 0,1 ,2 ,...

Из (19) при к = О, Х 0= 0 имеем оценку

(20)

Выведем оценку для ||^ i||c . При к = 0 ,Х 0=0  из (17) имеем

X,(t) = U (t)T-1 p ju - '(z )F (T ,0 )d T -Jl/-'(T)F(T,0)rfT  . (21)
О /

Выполнив последовательно оценки по норме в (21), получим
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і ш

^ .(О І^ Й О ІІЦ З Г 'І И  jl|c /-1(x)||jF (x,0)||d t+  fir '(T )F (T ,0)dT
L о / .
Cl)

< X,ym j||?7'l(T)|||F(T,0)||f/T < yXmah = p .
0

Отсюда следует оценка

І М І с ^ -  (22)

На основании (22) имеем из (20)

||х | < й к (23) 
" ,|С 1 - q  1 - q

Далее получим оценку для ||Я |С на основе уравнения (8), рассматривая его 
как тождество при X  = X (t). Производя оценки по норме в (8), получим после
довательно с учетом (13)

И с М М 1с + Р- .

Отсюда, на основании условия 3), имеем

(24)

Очевидно, что оценка (23) предпочтительнее оценки (24).
Замечание. При дополнительных предположениях о характеристических 

числах матриц P,Q  для оператора Ф 1 имеют место различные явные пред
ставления (см., например [1 1 , 12 ]), на основе которых для ||ф-1| можно получить 
конструктивные оценки.
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S U M M A R Y
Constructive sufficient conditions of a univalent resolvability of a two-point boundary value 

problem for nonlinear Lyapunov equation are obtained.




