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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ i-ГЛАДКОГО АНАЛИЗА В ЗАДАЧАХ 
ТЕОРИИ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ

А.В. Ким

i-Гладкий анализ [2, 3] позволяет разрабатывать теорию систем с последействием 
аналогично теории ОДУ, при этом в случае исключения (исчезновения) запаздывания, 
получаемые результаты переходят с точностью до обозначений в соответствующие 
результаты теории ОДУ [2-6].

В докладе на примерах
• Метода функционалов Ляпунова-Красовского,
• Метода динамического программирования для систем с последействием,
• Теории АКОР для систем с последействием,
• Метода типа Рунге-Кутты для систем с "произвольным" последействием

объясняются принципы исследования задач теории ФД на основе методологии i-глад
кого анализа |2-4].

Разработанные на основе г-гладкого анализа численные методы решения ФДУ реа
лизованы в форме пакета прикладных программ Time-Delay System Toolbox [6].

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект > 20-01-00352).
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К СТРУКТУРЕ ПО ПРАНДТЛЮ-КАРМАНУ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
О ДИНАМИЧЕСКОМ ТУРБУЛЕНТНОМ ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ

В.Н. Лаптинский

Исследуется система соотношений
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представляющая собой задачу Прандтля о динамическом турбулентном пограничном 
слое конечной толщины 5 (x) в случае плоского несжимаемого течения жидкости, 
[2, с. 368], при этом для турбулентной составляющей Tt полного напряжения трения 
т = т1 + Tt используется формула Прандтля
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где т = —дих/ду - ламинарная составляющая. Искомыми величинами являются 
функции 5 (x) и т0 (x) - касательное напряжение; знак осреднения скорости опущен.

В случае ламинарного течения в работе [3] по методу [4] получено точное реше
ние этой задачи. Однако вследствие чрезвычайной сложности картины турбулентного 
течения и отсутствия рациональных теорий турбулентности решение задачи (1)-(3) 
в строгой математической постановке в настоящее время невозможно [2, с. 380]. Для 
расчета турбулентных течений используются различные полуэмпирические теорети
ческие гипотезы, связывающие силы турбулентной вязкости, вызываемые турбулент
ным перемешиванием, с осредненными во времени скоростями. Только после введения 
таких гипотез гидродинамические дифференциальные уравнения осредненного дви
жения принимают вид, допускающий их интегрирование [1, с. 520]. Первой была ги
потеза Л. Прандтля, основанная на понятии пути перемешивания l = 1(у), на основе 
которого функция Tt = Tt(x,y) представима в виде
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Присутствие абстрактной функции l(y) делает задачу неопределенной. Однако в 
непосредственной близости от обтекаемой гладкой поверхности (без шероховатостей), 
то есть в области ламинарного подслоя 0 С у < 51, функция l(y) имеет вид [5, с. 392] 
l = ку, где к - известная полуэмпирическая постоянная (к ~ 0, 4); тогдa Tt имеет 
вид (4), и постановка задачи уточняется, а ее анализ облегчается, при этом знак 
модуля можно убрать.

В [6-8] предприняты попытки аналитического решения задачи в случае, когда

К») = кУ’ О " у " 5(x). (6)

Это жесткое ограничение, но оно позволяет применить методику [4], дополненную 
понятием ударной вязкости пограничного слоя. В [6-8] получены определенные соот
ношения, дающие основу для построения функций 5 (x), т0 (x) либо структуру этих 
функций, описывающую роль физических параметров задачи (1)-(3) в формировании 
пограничного слоя.

В данной работе на основе формулы Прандтля (5) и преобразованного уравнения 
Кармана [1, с. 604]
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определяемого с помощью величины ударной вязкости пограничного слоя, получено 
уравнение относительно J(x):
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здесь cT = cT (x), ct = ct (x) - структурные функции, конструируемые на основе 

безразмерных интегральных средних f, ft по y G [0, J (x)] безразмерных напряжений 
трения соответственно т, Tt; величины [1, с. 194] 
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вычисляются по полуэмпирической функции f (s) автомодельного типа, определяе
мой по соответствующему профилю скоростей ux/U — f (y/J) = (y/J)n [1, с. 604], 
[5, с. 394].

Замечание. Подкоренное выражение в (9) является безусловно неотрицательным 
на основании неравенств cl < cT С 2cl < 2, где cl - структурная функция, опреде
ляемая на основе f . Все используемые структурные функции изменяются в строгих 
границах от 0 до 1; они являются постоянными величинами только для профиля ско
ростей автомодельного типа.
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