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В популярных руководствах по комбинаторике [1–3] формулу 

включения-исключения доказывают методом математической индукции. В 

монографии [4] она доказывается с помощью обращения Мёбиуса, а в 

учебнике [5] – с применением свойств биномиальных коэффициентов. 

Между тем, существует короткий способ вывода указанной формулы. В 

основе его лежит следующее простое, но полезное утверждение. 

Лемма 1. В непустом конечном множестве подмножеств чётной и 

нечётной мощности поровну. Среди непустых подмножеств количество 

подмножеств нечётной мощности на единицу больше, чем количество 

подмножеств чётной мощности. 

Доказательство. Пусть A  – непустое конечное множество. 

Зафиксируем некоторый его элемент x . Все подмножества множества A

разбиваются на пары вида , { } ,C C x где \{ }.C A x  В каждой такой 

паре одно множество чётной мощности, а другое – нечётной (ведь эти 

мощности отличаются на единицу). Отсюда следует утверждение леммы.  

Теорема 1. [Формула включения-исключения] 

Пусть 1 2, , ... , nA A A  – конечные множества. Тогда 
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Замечание. Если упорядочить множества индексов I по возрастанию, то 

получим традиционную форму записи формулы включения - исключения: 
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Теорема 2. [Формула Эйлера-Пуанкаре] 

Пусть M  – многогранник в d -мерном  пространстве, а if  – число  

его граней размерности i ( 0f  – число вершин, 1f  – число  рёбер, …, 1df  ).  

Тогда 
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В случае простого многогранника (в нём степень каждой вершины равна 

размерности пространства, в силу чего любые i  ребёр, идущие из одной 

вершины, определяют ровно одну i -мерную грань) существует элементарное 

доказательство формулы (2), опирающееся на лемму 1. Приведем его. 

Выберем ось Ox  так, чтобы у любых двух вершин были разные 

проекции на эту ось. Условимся, что эта ось направлена вверх. Будем 

группировать грани многогранника по их нижней вершине. Из каждой 

вершины, кроме самой верхней, число способов выбрать чётное (включая 

ноль) число рёбер, идущих вверх, равно числу способов выбрать нечётное 

число рёбер, идущих вверх. Поэтому в каждой такой группе граней (с 

фиксированной нижней вершиной) число граней чётной размерности 

совпадает с числом граней нечётной размерности. А самая верхняя вершина 

даёт только грань нулевой размерности. Отсюда и вытекает равенство (2).  

Замечание. Доказательство формулы Эйлера-Пуанкаре в общем случае 

можно найти в [6]. 
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