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Аннотация 
Приведен анализ конструкций червячных передач. Предложены двухвенцовые червячные переда-

чи, содержащие или цилиндрический червяк  и два полувенцовых червячных колеса, или два цилиндри-
ческих червяка и червячное колесо,  оба торца диска которого снабжены зубчатыми венцами,  сопряжен-
ными с соответствующими червяками, кинематически связанными зубчатой передачей.  Получены ана-
литические зависимости,  характеризующие зацепление архимедова червяка с зубьями двухвенцового 
червячного колеса: уравнения контактных линий на червяке, поверхности зацепления червяка, попереч-
ных и продольных линий зацепления, контактных линий на поверхности зацепления, боковой поверхно-
сти зуба червячного колеса и контактных линий на этой поверхности.  

Ключевые слова:  
передача, архимедов червяк, полувенцовое червячное колесо, геометрические параметры, анали-

тические зависимости. 
 
Abstract  
The analysis of the worm gearing designs is given. Double-rim worm gear sets are studied which contain 

either a cylindrical worm and two half-rim worm wheels, or two cylindrical worms and a worm wheel, both disk 
faces of which have toothed rims mating with respective worms, kinematically connected by gear transmission. 
Analytical dependencies characterizing the engagement of the Archimedean worm with teeth of the double-rim 
worm gear have been obtained, namely: the equations of contact lines on the worm, the engaging surface of the 
worm, transverse and longitudinal lines of engagement, contact lines on the engaging surface, the lateral surface 
of the worm wheel tooth and contact lines on this surface.  

Key words:  
gear transmission, Archimedean worm, worm gear, geometrical parameters, analytical dependencies. 
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Введение 

В приводах рабочих органов мно-
гих технологических и транспортных 
машин применяют червячные передачи. 
Эти передачи выгодно отличаются от 
других механических передач высокой 
нагрузочной способностью, широким 
интервалом передаточных чисел, плав-
ностью и бесшумностью работы, воз-
можностью самоторможения. Работа 
таких передач основана на скольжении 

со скоростью  Vск  рабочей  поверхности  
витка червяка по поверхностям зубьев 
колеса (рис. 1), что является причиной 
их недостатков. В передаче с традицион-
ными цилиндрическим червяком и коле-
сом большинство контактных линий на 
указанных поверхностях имеют небла-
гоприятное направление относительно 
вектора Vск скорости скольжения  
(см. рис. 1), что приводит к невыполне-
нию условия обеспечения жидкостного 
трения в контакте витков червяка с 
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зубьями колеса, а соответственно, к низ-
кому значению КПД. Трение принужда-
ет повышать исходную мощность для 

компенсации энергетических потерь, 
упрочнять рабочие поверхности и утя-
желять червячные передачи.  

    
 

 
 
Рис. 1.  Положение контактных линий относительно вектора Vск  на зубе колеса  

 
 

Трение обуславливает превраще-
ние значительной части (до 40 %) пере-
даваемой передачей энергии в теплоту, 
которая ухудшает свойства смазочного 
материала в контакте, увеличивает из-
нос, опасность заедания и вероятность 
выхода передачи из строя. С целью 
предотвращения этого предусмотрены 
оребренные корпуса червячных редукто-
ров и их обдув, дорогие цветные анти-
фрикционные материалы для изготовле-
ния зубчатых венцов колес, дорогие про-
тивозадирные масла, что, наряду с поте-
рями энергии, повышением напряженно-
го состояния элементов зацепления, так-
же неэффективно. Поэтому невыполне-
ние условия обеспечения жидкостного 
трения в контакте витков червяка с 
зубьями колеса снижает качественные 
показатели червячных передач. 

 
Анализ литературы 

В сопряжениях рабочих поверхно-
стей звеньев обычных червячных пере-
дач большинство контактных линий 
расположены так, что среднее по длине 
контактной линии значение угла ε меж-
ду касательной к контактной линии и 
вектором Vск относительной скорости 
скольжения значительно отличается от 
90° (см. рис. 1), что нарушает условие 
жидкостного трения. Только у контакт-
ных линий, кратковременно находя-

щихся в зоне входа в зацепление и вы-
хода из него, значение этого угла дости-
гает лишь 40…50º [1, 2]. Следовательно, 
чем шире зона расположения контакт-
ных линий со значениями угла ε, близ-
кими к 90º, тем ближе условия работы 
передачи к режиму жидкостного трения, 
а значит, к более высоким значениям 
КПД.  

Основным из мероприятий, при-
водящим к увеличению значения угла ε, 
является модификация обычных чер-
вячных зацеплений. Например, известна 
червячная передача с вырезанной сред-
ней зоной зубчатого венца [1]. При этом 
проточка в средней части зубьев колеса 
шириной, составляющей около трети 
ширины венца колеса, и с глубиной, 
превышающей высоту витка червяка, 
удаляет зону неблагоприятных углов  , 

где скольжение происходит вдоль кон-
тактных линий. Такое конструктивное 
решение способствует улучшению экс-
плуатационных параметров червячной 
передачи [1]. Однако это улучшение не-
существенно, так как выполнение про-
точки значительно сокращает длину 
контактных линий и уменьшает кон-
тактную и изгибную прочность зубьев 
червячного колеса [3].  

В другой известной модифициро-
ванной червячной передаче колесо вы-
полнено полувенцовым, его наибольший 
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диаметр составляет 1,8...2,0 межосевого 
расстояния передачи [4]. Такое увели-
чение наибольшего диаметра червячно-
го колеса приводит к тому, что в работу 
включается участок с благоприятным 
углом ε, близким к 90º. Данное обстоя-
тельство способствует переходу от гра-
ничного трения рабочих поверхностей 
витков червяка и зубьев колеса к жид-
костному за счет затягиваемого смазоч-
ного материала в клиновой зазор между 
этими поверхностями [3].   

Для значительного расширения 
участка с углом ε между контактными 
линиями и вектором скорости скольже-
ния, близким к 90º, предложена червяч-
ная передача [5], в которой размер 
наибольшего диаметра колеса больше 
межосевого расстояния aw. Это стало 
возможным благодаря уменьшению ра-
бочей длины червяка b1 (рис. 2). Пере-
дача содержит цилиндрический червяк 
и два полувенцовых червячных колеса, 

оси которых отстоят друг от друга на 
межосевом расстоянии aw, при этом 
колеса с обеих сторон обхватывают 
червяк на угле δ2 [5]. Полувенцовые 
червячные колеса размещены симмет-
рично червяку и смещены в окружном 
направлении друг относительно друга 
на половину углового шага зубьев. Об-
разующими боковых поверхностей 
зубьев червячного колеса и витка чер-
вяка являются прямые линии, которые 
при работе передачи совпадают на 
начальном цилиндре колеса, формируя 
линию контакта зуба и витка, перпенди-
кулярную вектору скорости их сколь-
жения, что является идеальным для воз-
никновения жидкостного трения и при-
водит к повышению КПД передачи. При 
зацеплении других частей зуба с витком 
червяка расположение линии контакта 
мало отличается от 90º к вектору скоро-
сти скольжения и оказывает незначи-
тельное влияние на снижение КПД [5]. 

 

 

 
 

Рис. 2. Передача с двухвенцовым червячным колесом 
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Двухвенцовая конструкция чер-
вячного колеса обусловила большое 
число его зубьев, находящихся в одно-
временной работе, в результате чего по-
высилась, наряду с КПД, нагрузочная 
способность передачи. Это позволяет 
выполнить колесо цельным из чугуна 
вместо составного с дорогостоящим зуб-
чатым венцом из бронзы. Ресурс такой 
передачи обусловлен усталостной вы-
носливостью червяка, виток которого 
поочередно зацепляется с каждым зубом 
обоих венцов червячного колеса [6]. 

Для увеличения долговечности 
также разработана двухпоточная чер-
вячная передача, в которой оба торца 
диска червячного колеса снабжены зуб-
чатыми венцами, сопряженными с соот-
ветствующими червяками, кинематиче-
ски связанными зубчатой передачей, 
имеющими одинаковый шаг, но проти-
воположное направление витков. При 
этом зубчатые венцы колеса, червяки, 
углы обхвата червяков зубчатыми вен-
цами колеса симметричны  относитель-
но главной плоскости передачи [6]. Ре-
дуктор на основе такой передачи может 
иметь как один входной вал (червяк, 
кинематически связанный зубчатой пе-
редачей со вторым червяком), так и два 
вала (червяки без кинематической свя-
зи, приводимые в движение отдельными 
двигателями) [6].  

К настоящему времени разработа-
ны методика расчета геометрических 
параметров двухвенцовых червячных 
передач [7] и теория зацепления эволь-
вентного червяка с двухвенцовым чер-
вячным колесом [8].  

На базе вышеуказанных работ 
спроектирована и изготовлена на  
РУП «Могилевлифтмаш» опытная двух-
венцовая червячная передача для при-
вода фрез культиватора. Передача по 
габаритам вписывается в существую-
щие корпуса редукторов культиваторов, 
выпускаемых заводом. Редуктор на ос-
нове опытной двухвенцовой червячной 

передачи имеет параметры: передаточ-
ное отношение 20, число заходов червя-
ка 4, число зубьев каждого венца коле-
са 80, осевой модуль эвольвентного 
червяка 1,5 мм, aw = 59,5 мм, диаметр 
входного вала 16 мм, диаметр выходно-
го вала 21 мм, масло ИТД-220. Эволь-
вентный червяк передачи, фреза для 
нарезания двухвенцовых червячных ко-
лес, двухвенцовые червячные колеса в 
сборе и зацепление звеньев передачи 
опытного редуктора культиватора пред-
ставлены на рис. 3 и 4.  

Сравнительные испытания редук-
торов культиваторов на основе тради-
ционной и двухвенцовой эвольвентных 
червячных передач показали преимуще-
ства последней как по КПД, так и по 
нагрузочной способности. При частоте 
вращения червяка 1400 мин-1 и измене-
нии крутящего момента на нем в преде-
лах 5…10 Н·м КПД модернизированно-
го редуктора составил 68,2…74,6 %, в 
то же время значения КПД традицион-
ного редуктора не доходили до 50 % [8]. 
Однако дальнейшее повышение КПД 
редукторов на базе двухвенцовых чер-
вячных передач и внедрение их в произ-
водство сдерживаются отсутствием 
научно обоснованного проектирования 
таких передач с архимедовым червяком, 
которое основывается на теории зацеп-
ления их звеньев. Последняя до настоя-
щего времени не была разработана.  

 
Теория зацепления звеньев  
двухвенцовой архимедовой  

червячной передачи 
 
Целью работы является создание 

теории зацепления витка архимедова 
червяка с зубьями двухвенцового чер-
вячного колеса. Теоретические зависи-
мости,  характеризующие двухвенцовое 
червячное зацепление, получим точны-
ми методами геометрии, кинематики и 
математического анализа. 
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Рис. 3.  Червяк передачи, фреза для нарезания двухвенцовых червячных колес,  двухвенцовые чер-
вячные колеса  в сборе, подготовленные для испытаний 

 
 

 
 

Рис. 4.  Двухвенцовая червячная передача в составе редуктора культиватора 
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Рассмотрим теоретическую карти-
ну зацепления зуба колеса с витком ар-
химедова червяка. Для вывода уравне-
ния винтовой поверхности архимедова 
червяка, так же как и эвольвентного, 
используем метод преобразования ко-
ординат из одной системы в другую, 
отражающий в себе способ воспроизве-
дения поверхности движением прямо-
линейной или криволинейной режущей 
кромки инструмента [9]. Архимедова 
винтовая поверхность воспроизводится 
винтовым движением прямой АБ, пере-
секающей ось винтового движения Оz1 

(рис. 5). На рис. 5 изображена непо-
движная система осей x1, y1, z1. Прямая 
АБ совершает винтовое движение во-
круг оси Оz1. Линия АБ жестко связана с 
системой осей x0, y0, z0. Прямая АБ ле-
жит в плоскости x0Бz0  и составляет с 
осью Бy0 угол образующей α (угол про-
филя). Ось Бz0 направлена по оси Оz1. 
В начальный момент движения ось Бx0 
совпадает с осью Оx1, а ось Бy0 – с осью 
Оy1. Угловое положение системы x0, y0, 
z0  относительно системы x1, y1, z1 харак-
теризует угол поворота v, который явля-
ется угловым параметром винтового 
движения образующей прямой АБ бо-
ковой поверхности витка червяка. Осе-
вой параметр винтового движения k 
связан с ходом архимедовой винтовой 
поверхности pz   зависимостью 

 
/ (2 ) / (2 ) 0,5 .zk p m m       

Уравнение образующей прямой 
АБ винтовой теоретической поверхно-
сти в системе координат x0, y0, z0 оче-
видно из рассмотрения построения схе-
мы, изображенной на рис. 5. 

 

0 0

0

/ tg ;

0.

  
 

z y

x
                (1) 

Из рис. 5 видно также, что система 
координат x0, y0, z0 отличается от x1, y1, z1 
поворотом на угол v и сдвигом вдоль 
оси Оz1 на величину kν, поэтому соот-
ношения между координатами x0, y0, z0 
и x1, y1, z1 имеют вид:  

0 1 0

0 1 1

0

cos sin ;

sin cos ;

.

 
  
  

x x v y v

y x v y v

z z kv

               (2) 

Подставляя в уравнения (2) вместо 
x0, y0, z0 их выражения (1), получаем по-
сле преобразований уравнения архиме-
довой винтовой поверхности 

 

1 1

1 1 1

cos sin 0;

sin tg cos tg 0,5 .

  
   

x v y v

x v y v z mv
    (3) 

Уравнения (3) математически опи-
сывают архимедову винтовую поверх-
ность правого направления (показана на 
рис. 5), для левой поверхности в эти 
уравнения вместо α необходимо подста-
вить –α. 

Изложенная теория зацепления 
архимедовой винтовой поверхности 
червяка с соответствующей поверхно-
стью зуба венца двухвенцового червяч-
ного колеса построена на положении 
(равносильном закону зацепления), что 
сопряженные поверхности есть огибае-
мая и огибающая в относительном дви-
жении звеньев. Для определения огиба-
емой поверхности и ее характеристик 
используем общий аналитический ме-
тод, разработанный Н. И. Колчиным и 
примененный им для исследования чер-
вячного зацепления с произвольным уг-
лом между осями и аналитического 
обоснования способа нарезания цилин-
дрических зубчатых колес по методу 
Пфаутера [10, 11]. 

Схема относительного расположе-
ния звеньев двухвенцовой червячной пе-
редачи представлена на рис. 6, на котором 
обозначены: x1, y1, z1 – система координат, 
связанная с червяком; x2, y2, z2 – система 
координат, скрепленная с полувенцом 
червячного колеса; x, y, z – неподвижная 
система координат; x′, y′, z′ – вспомога-
тельная неподвижная координатная си-
стема, сдвинутая относительно системы 
x, y, z  вдоль оси y на межосевое расстоя-
ние aw; φ1 и φ2 – углы поворота червяка и 
червячного колеса, соотношение которых 
является передаточным отношением 

2 1/i    .  
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Рис. 5.  Схема образования архимедовой винтовой поверхности червяка  
 
 

 
Рис. 6. Схема зацепления архимедова червяка с зубьями венца колеса  двухвенцовой червячной 

передачи  
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Система координат x1, y1, z1 отли-
чается от x, y, z поворотом на угол φ1,  

поэтому соотношения между коорди-
натами x, y, z и x1, y1, z1  имеют вид  
[10, 12]:  

– при переходе от x1, y1, z1 к    
x, y, z 

 

1 1 1 1

1 1 1 1

1

cos sin ;

sin cos ;

;

    
     
 

x x y

y x y

z z

        (4) 

– при переходе от x, y, z  к x1, y1, z1  

1 1 1

1 1 1

1

cos sin ;

sin cos ;

.

    
    
 

x x y

y x y

z z

         (5)  

Система осей x2, y2, z2 отличается 
от x1, y1, z1 переносом начала координат 
на межосевое расстояние aw и поворотом 
на угол φ2 вокруг оси z2. Для получения 
формул преобразования, учитывающих 
эти относительные перемещения указан-
ных систем координат, и введена вспо-
могательная система x′, y′, z′. Производя 
переход от системы координат x, y, z к 
x2, y2, z2 в два этапа: сперва перенос 
начала координат на межосевое рассто-
яние aw, затем поворот на угол φ2, по-
лучаем формулы для перехода от ко-
ординат x, y, z к x2, y2, z2 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

2

cos sin cos ;

sin cos sin ;

.

      
      
 

w

w

x y z a

y y z a

z x

  (6) 

Аналогично для перехода от  
системы  x2, y2, z2 к  x, y, z  имеем 

 

2

2 2 2 2

2 2 2 2

;

cos sin ;

sin cos .

 
     
     

w

x z

y x y a

z x y

    (7) 

Подставляя в формулы (6) значе-
ния x, y, z по формулам (4), получаем 
формулы перехода от  x1, y1, z1  к x2, y2, z2 
в следующем виде: 

 

2 1 1 2 1 1 2

1 2 2

2 1 1 2 1 1 2

1 1 2

2 1 1 1 1

sin cos cos cos

sin cos ;

sin sin cos sin

cos sin ;

cos sin .

w

w

x x y

z a

y x y

z a

z x y

       
            
   


    

 
(8)

 

Подставляя в формулы (5) значе-
ния x, y, z по формулам (7), имеем зави-
симости перехода от осей  x2, y2, z2 к 
осям x1, y1, z1 

 

1 2 1 2 2 1 2

2 1 1

1 2 1 2 2 1 2

2 1 1

1 2 2 2 2

sin cos sin sin

cos sin ;

cos cos cos sin

sin cos ;

sin cos .

       
           
    

     

w

w

x x y

z a

y x y

z a

z x y

  
(9)

 

Вспомогательными формулами 
для исследования зацепления являются 
частные производные 

1 1/ ,x   
1 1/ ,y   

1 1/ ,z   рассматривая в них координа-

ты x1, y1, z1 в функции от x2, y2, z2 по 
формулам преобразования (9), и част-
ные производные 

2 1/ ,x   
2 1/ ,y   

2 1/ ,z   рассматривая в них x2, y2, z2 как 

функции от x1, y1, z1 по формулам пре-
образования (8). Геометрический смысл 
этих производных следующий. Произ-
водные 1 1/ ,x   

1 1/ ,y   
1 1/z   после 

умножения их на 1d  представляют 

проекции на оси x1, y1, z1 элементарного 
вектора перемещения точки, лежащей 
на поверхности зубцов колеса, при по-
вороте червяка на угол 1d . Производ-

ные 2 1/ ,x   2 1/ ,y   2 1/z   после 

умножения их на 1d  представляют 

проекции на оси x2, y2, z2 элементарного 
вектора перемещения точки, лежащей 
на поверхности зубцов червячного ко-
леса, при повороте червяка на угол 1d . 

Дифференцируя уравнения (9), 
получим 
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1 1 2 1 2 1

2 2 1 1 1

2 2 1 1

1 1 2 1 2 1

2 2 1 2 1

2 2 1 1

1 1 2 2 2 2

/ (cos cos sin

sin ) (cos sin sin

cos ) sin cos ;

/ (sin cos cos

sin ) (sin sin cos

cos ) cos sin ;

/ ( cos sin ),

        
        
     
        

       
     
      

w

w

x x i

y i

z a

y x i

y i

z a

z i x y







 (10) 

где i – передаточное отношение, 

2 1/ .i       

Подставим в уравнения (10) вме-
сто x2, y2, z2 их значения через x1, y1, z1 

по формулам (8). После многочислен-
ных тригонометрических и алгебраиче-
ских преобразований уравнения (10) 
примут следующий вид: 

 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

/ sin ;

/ cos ;

/ ( sin cos ).

      
     
       w

x y z i

y x z i

z i x y a

   (11) 

Аналогично дифференцируем фор-
мулы (8), затем подставляем вместо x1, 
y1, z1 их значения по соотношениям (9). 
После тригонометрических и алгебраи-
ческих преобразований полученные 
уравнения примут вид: 

 

2 1 2 2 2

2 1 2 2 2

2 1 2 2 2 2

/ cos ;

/ sin ;

/ cos sin ).

     
     
       w

x y i z

y x i z

z x y a

 (12) 

Архимедово червячное зацепле-
ние, так же как и эвольвентное, харак-
теризуют уравнения контактных линий 
на червяке, поверхности зацепления 
червяка, поперечных и продольных ли-
ний зацепления, контактных линий на 
поверхности зацепления, боковой по-
верхности зуба червячного колеса и 
контактных линий на этой поверхности. 
Получим данные уравнения. 

Чтобы вывести уравнения кон-
тактных линий на червяке, необходимо 
к основным уравнениям (3) поверхности 
витка червяка добавить зависимость, 
полученную дифференцированием по φ1  

соотношений (3). После дифференциро-
вания находим в каждой из двух полу-
ченных зависимостей 1/v  , а затем 

приравниваем их правые части. После 
преобразований 

 

 

1 1 1

1 1 1

1 1

sin tg cos tg

sin cos

   
       

  

x y z
v v

x v y v

      

1 1

1 1

0,5 cos sin .
  

    

x y
m v v      (13) 

Подставляя в это уравнение значе-
ния производных 

1 1/ ,x   
1 1/ ,y   

1 1/z   из соотношений (11), после 

многочисленных преобразований иско-
мая добавочная к уравнениям (3) зави-
симость, математически описывающая 
контуры контактных линий на червяке,  

 

1 1 1 1 1 1

1 1 1

sin cos (cos( )

tg (0,5 sin( )) / ( sin

      
     
x y z v

m v x
 

1 1cos )) .   wy a                (14) 

Подставляя в уравнения (3) и (14) 
вместо x1, y1, z1 выражения из формул 
преобразования (5), после тригономет-
рических и алгебраических преобразо-
ваний уравнения поверхности зацепле-
ния архимедова червяка 

 

 

1 1

1 1

1

1 1

1

cos( ) sin( ) 0;

sin( ) tg cos( )

tg 0,5 ;

(cos( ) tg

(0,5 sin( )) / ( sin( )

cos( ))) 0.

      
      
  
     
     


    

x v y v

x v y v

z mv

y z v

m v x v

y v

 (15) 

Линии на поверхности зацепления, 
отвечающие постоянным значениям φ1, 
но различным v, будут контактными ли-
ниями на поверхности зацепления. 
Уравнения (13) могут служить для вы-
числения координат сечений поверхно-
сти зацепления плоскостями z = const,  
т. е. поперечных линий зацепления, за-
даваясь произвольными значениями 
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суммы  (φ1 + v). 
Для получения линий зацепления 

в виде сечений поверхности зацепления 
плоскостями x = const (продольные ли-
нии зацепления) нужно первое и по-
следнее из уравнений (15) решить отно-
сительно y и z: 

 

1

1

1

2
1

ctg( );

( ctg( )) :

: (cos( ) tg

(0,5 sin ( )) / ).

   
    
   
   

w

y x v

z a x v

v

m v x

     (16) 

Для получения координат кон-
тактных линий на поверхности зацепле-
ния нужно все три уравнения (15) ре-
шить относительно z, y, x: 

 

1

2
1

2
1

2
1 1

2

1

0,5 tg / cos( );

(0,5 sin cos ( cos(

) sin( )) cos )

0,25 sin( )cos( )

cos 0;

tg( ).

     
    
       


     
   

   

w

z mv y v

y y m v

v v a

m v v v

x y v

  
(17) 

Подставляя значения z, y, x в урав-
нения (6) перехода от осей  x, y, z к осям 
x2, y2, z2, имеем уравнения поверхности  

зубцов колеса, причем точки этой по-
верхности, отвечающие одному и тому 
же значению параметров φ1 и φ2, но 
разным v, будут представлять собой 
контактные линии на поверхности зуб-
цов колеса. 

 

Заключение 

Выведенные уравнения поверхно-
сти зацепления червяка, поперечных и 
продольных линий зацепления, кон-
тактных линий на поверхности зацепле-
ния, боковой поверхности зуба червяч-
ного колеса и контактных линий на этой 
поверхности будут использованы для 
научно обоснованного задания геомет-
рических параметров двухвенцовых 
червячных передач. 
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