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Для обобщённого дифференциального уравнения Ляпунова

dX

dt
= A(t)X + C1(t)XC2(t) +XB(t) + F (t) ≡ G(t,X) (1)

рассматривается краевая задача с условием

k∑
s=1

MsX(ts) = 0, 0 = t1 < t2 < . . . < tk = ω, (2)

где (t,X) ∈ I×Rn×m, A, B, C1, C2, F — непрерывные по t ∈ I мат-
ричнозначные функции соответствующих размерностей, Ms —
заданные постоянные (n× n)-матрицы, I = [0, ω].

С помощью конструктивного метода регуляризации [1] эта
задача исследуется в конечномерной банаховой алгебре B(n)
непрерывных матричнозначных функций с нормой

‖X‖C = max
t∈I

‖X(t)‖,

где ‖ · ‖ — какая-либо фиксированная матричная норма, напри-
мер, любая из норм, приведённых в [2, с. 21]. Рассматривается
случай слабого вырождения краевых условий

i∑
s=1

Ms = 0, (3)

где число i фиксировано и может принимать любое значение от
2 до k.

Введены следующие обозначения:
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Φ =
i−1∑
j=1

Mj

ti∫
tj

A(τ)dτ −
k∑

r=i+1
Mr, γ = ‖Φ−1‖, α = max

t∈I
‖A(t)‖,

β = max
t∈I

‖B(t)‖, h = max
t∈I

‖F (t)‖, δl = max
t∈I

‖Cl(t)‖ (l = 1, 2),

ms = ‖Ms‖ (s = 1, k), m̃1 =
i−1∑
j=1

mj , m̃2 =
k∑

r=i+1
mr,

ε = α+ δ1δ2 + β,

q = γ
i−1∑
j=1

mj

{
1

2
αε[(tj − t1)

2 + (tk − tj)
2] + (ε− α)(ti − tj)

}
+

+
1

2
γεm̃1[(ti − t1)

2 + (tk − ti)
2] + γεm̃2(tk − t1),

N = γh

{
i−1∑
j=1

1

2
αmj [(tj − t1)

2 + (tk − tj)
2 + (ti − tj)]+

+
1

2
αm̃1[(ti − t1)

2 + (tk − ti)
2] + m̃2(tk − t1)

}
.

Теорема. Пусть выполнено условие (3), а также detΦ �= 0,
q < 1. Тогда задача (1), (2) однозначно разрешима, при этом для
её решения X = X(t) справедлива оценка

‖X‖C � N

1− q
. (4)

Следуя методике, используемой в [3], сначала получено мат-
ричное интегральное уравнение, эквивалентное задаче (1), (2):

X(t) = Φ−1

{
i−1∑
j=1

Mj

[ t∫
tj

( τ∫
tj

A(σ)dσ
)
G
(
τ,X(τ)

)
dτ −

−
ti∫
t

( ti∫
τ

A(σ)dσ
)
G
(
τ,X(τ)

)
dτ − (5)

−
ti∫

tj

(G(τ,X(τ))−A(τ)X(τ))dτ

]
−

k∑
r=i+1

Mr

t∫
tr

G
(
τ,X(τ)

)
dτ

}
.
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При исследовании разрешимости уравнения (5) применен
принцип сжимающих отображений (см., например, [4, с. 605]). Со-
гласно этому принципу, на основании условий теоремы уравне-
ние (5) однозначно разрешимо в пространстве C(I,Rn×m). Для
получения соотношения (4) выполнены оценки по норме в урав-
нении (5).

Решение задачи (1), (2) строится классическим методом по-
следовательных приближений типа [4, с. 605]. Применительно к
уравнению (5) соответствующий алгоритм имеет вид

Xp(t) = Φ−1

{
i−1∑
j=1

Mj

[ t∫
tj

( τ∫
tj

A(σ)dσ
)
G
(
τ,Xp−1(τ)

)
dτ −

−
ti∫
t

( ti∫
τ

A(σ) dσ
)
G
(
τ,Xp−1(τ)

)
dτ −

−
ti∫

tj

(G(τ,Xp−1(τ))−A(τ)Xp−1(τ))dτ

]
−

−
k∑

r=i+1

Mr

t∫
tr

G
(
τ,Xp−1(τ)

)
dτ

}
, p = 1, 2, . . . .

(6)

В качестве начального приближения принимается произвольная
функция X0 ∈ C(I,Rn×m).

Установлено, что последовательность {Xr}∞0 , определяемая
алгоритмом (6), сходится равномерно по t ∈ I к решению инте-
грального уравнения (5), при этом справедлива оценка

‖X −Xr‖C � qr

1− q
‖X1 −X0‖C , r = 0, 1, 2, . . . .

Оценка области локализации решения X(t), определяемая
на основе алгоритма (6), имеет вид

‖X‖C � ‖X0‖C +
‖X1 −X0‖C

1− q
. (7)
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Из (7) при X0 ≡ 0 получено соотношение, из которого следует
оценка (4).
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Работа посвящена развитию исследования дискретных кра-
евых задач для эллиптических псевдодифференциальных урав-
нений в направлении, намеченном в [1, 2].

Пусть Z2 — целочисленная решетка на плоскости. Обозна-
чим K = {x ∈ R2 : x = (x1, x2), x1 > 0, x2 > 0} первый квадрант
на плоскости,Kd = hZ2∩K,h > 0. Введем пространство функций
дискретного аргумента ud(x̃), x̃ = (x̃1, x̃2) ∈ hZ2, и обозначим T2

квадрат [−π, π]2, h > 0, � = h−1. Будем рассматривать функции,
изначально заданные в квадрате, как периодические функции,
определенные на всей плоскости Rm с основным квадратом пери-
одов T2.

Для функций ud(x̃) можно определить дискретное преоб-
разование Фурье ũd(ξ) [3], и функция ũd(ξ) будет периодической
функций в R2 с основным квадратом периодов �T2.
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