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УДК 533.6 

 

К задаче о тепловом пограничном слое в турбулентном течении

 

 

В. Н. Лаптинский 

 

Рассматривается задача Прандтля о тепловом пограничном слое конечной 

толщины в случае плоского турбулентного течения несжимаемой жидкости. Уста-

новлена аналитическая структура решения и изучены его структурные свойства.  

Ключевые слова: тепловой пограничный слой, турбулентное течение, задача 

Прандтля, структура решения. 

 

On the problem of a thermal boundary layer in a turbulent  flow 
 

V. N. Laptinskiy  

 

The Prandtl problem of a thermal boundary layer of finite thickness in the case of a 

plane turbulent flow of an incompressible fluid is considered. The analytical structure of the 

solution is established and its structural properties are studied. 

Keywords: thermal boundary layer, turbulent flow, Prandtl problem, solution struc-

ture. 

 

Рассмотрим задачу типа [1, с. 630], [2, с. 388]: 
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Соотношения (1)–(5) представляют собой задачу о тепловом пограничном 

слое конечной толщины ( )T x  в случае плоского несжимаемого турбулентного 

течения, при этом в полном напряжении трения l t      и полной плотности 

потока тепла l tq q q  , согласно гипотезе Л. Прандтля, приняты выражения  
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где l xu y   , lq T y    – ламинарные составляющие соответственно для 

, q . Искомыми величинами являются функции  T x  и  0 x  – коэффициент 

теплоотдачи, при этом соотношения (1), (2), (4) представляют собой самостоя-

тельную задачу о динамическом пограничном слое конечной толщины  x  

с искомыми величинами  x  и  0 x  – касательное напряжение; 

   0,0x x   ; знак осреднения опущен.  

Функции  x ,  T x ,  0 x ,  0 x  играют основную роль в теории по-

граничного слоя ([1, 2] и др.). 

Замечание 1. В (6), (7) вместо абстрактных путей перемешивания ( )l y , 

1( )l y  можно принять величины l y  , 1 1l y   соответственно при 0 ( )y x   , 

0 ( )Тy x   . Это жесткое ограничение, но оно позволяет получить явные вы-

ражения для структуры решений задач (1), (2), (4), (6); (1)–(7). Очевидно, вбли-

зи обтекаемой поверхности знак модуля может быть опущен, это дает основу 

для конкретного анализа указанных задач. 

Вследствие чрезвычайно сложной картины турбулентного течения и от-

сутствия рациональных теорий турбулентности решение задач (1), (2), (4); (1)–

(5) в строгой математической постановке в настоящее время невозможно. При 

решении отдельных задач теории пограничного слоя вводится много предло-

жений и упрощающих допущений, поэтому в принятых методах расчета турбу-

лентного теплообмена решающее значение приобретает эксперимент [1–4].   

При этом в основе способов расчета турбулентных полей течений, темпе-

ратуры лежат эмпирические гипотезы, связывающие силы турбулентной вязко-

сти, вызываемой турбулентным перемешиванием, с осредненными во времени 

скоростями, а также соответствующие гипотезы для теплообмена. Только после 

введения таких гипотез гидродинамические уравнения осредненного движения, 

а также дифференциальные уравнения для распределения температуры прини-

мают вид, допускающий интегрирование различными методами, в том числе 

аналитическими. Основы полуэмпирической теории теплообмена созданы 

Л. Прандтлем и Д. Тейлором [2, с. 67]. К этим гипотезам относятся гипотезы 

(6), (7). 

В предлагаемой работе на основе метода [5] изучены структурные свой-

ства и структура решения комплексной задачи (1)–(7). В [6] (см. также [7]) 

с помощью величины ударной вязкости пограничного слоя в случае несжимае-

мого течения получены соотношения  
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;  

при этом c , lc , tc  – структурные функции, определяемые на основе безразмер-

ных интегральных средних , ,l t    на промежутке  0, x    напряжений трения 

соответственно , ,l t   ; c , lc , tc  – постоянные величины для профиля скоро-

стей автомодельного типа [2, с. 334], [8, с. 356]. 

Из (8), (9) следуют формулы  
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    ,  

при этом выражение (10) описывает ударную вязкость a  пограничного слоя, 

формула (11) имеет размерность момента соответствующей силы. 

Наряду с (7) рассмотрим функцию  
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где T  – безразмерная температура [2, с. 337],  0

1 0

T T
T

T T





.  

Поскольку 0( ,0) ( )q x x  , то целесообразно ввести полную теплоотдачу 

( , ) ( , )x y q x y    пограничного слоя при помощи соотношения  

 ( , ) ( , ) ( , )l tx y x y x y   , (13) 

где 
 

2

1( , ) , ( , ) ( ) x
l t p

T u T
x y x y с l y

y y y

  
     

  
. 

В данной работе по методу [5] на основе (1)–(7) с помощью величины 

полной теплоотдачи (13) получены выражения 
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  ; 

здесь r , lr , tr  – структурные функции, определяемые на основе безразмерных 

интегральных средних , ,l t    на промежутке  0, T x    теплопередач соот-

ветственно , ,l t   , при этом r , lr , tr  – постоянные величины для профилей 

скорости и температуры автомодельного типа [1, с. 354, с. 394], [2, с. 356]. 

На основании (11), (14), используя равенство /Pr a , получим форму-

лу типа [8, с. 120]  
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Аналогично  
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Поскольку формулы (8), (9) содержат только физические параметры те-

чения, то естественно установить аналогичные формулы для  T x ,  0 x . 

В связи с этим из (8), (16) имеем 
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Далее на основании (9), (14), (15) получим  
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  . (19) 

Соотношения (8), (9), (18), (19) описывают структуру решения задачи (1)–

(7). Формулы (10), (11), (14)–(19) относятся к структурным свойствам решения, 

при этом функции H , F  являются постоянными величинами в случае профи-

лей скорости и температуры автомодельного типа. Связь между 0  и 0  харак-

теризуется выражением 
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Замечание 2. Изложенные результаты получены математически строго 

в рамках принятых гипотез Л. Прандтля и соответствуют установленным физи-

ческим реалиям теории пограничного слоя. 

Замечание 3. Приведенная структура решения задач (1), (2), (4), (6);  
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(1)–(7) имеет такой же вид и в соответствующей задаче о сжимаемом течении, 

однако структурные функции усложняются. Полученные структурные свойства 

и структура решения задачи (1)–(3) сохранятся и для более общей задачи типа 

[1, с. 630], [2, с. 388], учитывающей влияние числа Маха на формирование 

сжимаемого пограничного слоя. 
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