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УДК 517.925 

 

К разрешимости и построению решения периодической краевой задачи 

для системы матричных дифференциальных уравнений Риккати

  

 

Д. В. Роголев 

 

Получены коэффициентные достаточные условия однозначной разрешимости 

периодической краевой задачи для системы матричных дифференциальных уравне-

ний Риккати. 
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On the solvability and construction of the solution of a periodic boundary  

value problem for the system of matrix Riccati differential equations 
 

D. V. Rogolev 

 

Coefficient sufficient conditions for the unique solvability of a periodic boundary 

value problem for the system of matrix Riccati differential equations are obtained. 

Keywords: periodic boundary value problem, matrix Riccati equation. 

 

Рассмотрим краевую задачу типа [1–3] 

  1

X
G ,X,Y ,

d
t

dt
  (1) 

  2

Y
G ,X,Y ,

d
t

dt
  (2) 

    X 0 X  , (3) 

    Y 0 Y  , (4) 

где  

                2 2

1 1 1 1 2 1 2 1G ,X,Y A X XB X S X S Y С X X С Ft t t t t t t t       , 

                2 2

2 2 2 1 2 1 2 2G ,X,Y A Y YB Y P X P Y Q Y Y Q F ;t t t t t t t t        

с коэффициентами класса  , ,n nI     , , ;n n n nt X Y I        0,I  , 0.  

Система уравнений (1), (2) представляет собой многомерную систему 

дифференциальных уравнений специального вида. В частности, к таким урав-

нениям относятся матричные дифференциальные уравнения Ляпунова, Рикка-

ти, имеющие большое значение в теории и приложениях дифференциальных 

уравнений. Указанная система впервые появилась, по-видимому, в теории диф-

ференциальных игр (см., например, [1]). В случае постоянных коэффициентов в 

(1), (2) получим систему, аналогичную [1]. 

Примем следующие обозначения:  

                                                           

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  1 2,X,Y :0 , X , YD t t        ,    
0

A Ai i d  

   ,  1Ai i

   , 

 max Ai i
t

t ,  max Bi i
t

t ,  max Si i
t

t ,  max Pi i
t

t , 

 max Ci i
t

t  ,  max Qi i
t

t  ,  max Fi i
t

h t , 

  2

11 1 1 1 1 1 1 2 1 2 2

1
2

2
q           


      


 

  1 1 1 2 1 2 22


     


        , 
12 1 2 1 1

1
1

2
q

 
  

 
     , 

21 2 1 2 2

1
1

2
q

 
  

 
      ,   2

22 2 2 2 2 1 1 2 1 2 2

1
2

2
q


      
            

  2 1 1 2 1 2 22


     


        , 

где t I , 
1 2, 0  . 

С помощью конструктивного метода [4] задачу (1)–(4) будем рассматри-

вать в конечномерной банаховой алгебре ( )nB  непрерывных матриц-функций с 

нормой  T max T
C t

t , где   – определенная норма матриц в этой алгебре, 

например, любая из норм, приведѐнных в [5],  T , .n nI    Предлагаемая ра-

бота является продолжением и развитием [1–3, 6]. 

Теорема. Пусть выполнены следующие условия: 

1) det A 0i 
   1,2i  ,  (5) 

2)     2 2

1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1

1

2
h            


         


 

   2

1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 1h


      


           ,  (6) 

    2 2

2 2 2 2 2 2 1 2 2 1 1 2 2

1

2
h


         


              

   2

2 2 2 1 2 2 1 1 2 2 2h


      


           ,  

3) 
11 1q  ,  det E Q 0  ,  (7) 

где  E 1,1diag ,  Q ijq . 

Тогда задача (1)–(4) однозначно разрешима в области D . 

Доказательство. С помощью методики, используемой в [3], на основе ре-

гуляризатора  

               
0 0 0 0

A Z A Z A Z A Z

t

t

d d t d d d d

    



          
   

      
   

      , 



106 

где  1 2A A ,A ,  Z X,Y , сначала получим интегральную задачу, эквива-

лентную задаче (1)–(4), 

           1

1 1 1

0 0

X A A G ,X ,Y

t

t d d



      
  

   
  
   

       1 1A G ,X ,Y
t

d d

 



     
 

  
 
   

         1 1

0

G ,X ,Y A X d



     


    


 ,  (8) 

           1

2 2 2

0 0

Y A A G ,X ,Y

t

t d d



      
  

   
  
   

       2 2A G ,X ,Y
t

d d

 



     
 

  
 
   

         2 2

0

G ,X ,Y A Y d



     


    


 . (9) 

Систему (8), (9) запишем в операторном виде 

  1X X,YL , (10) 

  2Y X,YL , (11) 

где через  1,2i i   обозначены соответствующие интегральные операторы 

в (8), (9). Эти операторы действуют на множестве 

     X ,Y : X , Y
C C

t t   . 

К операторной системе (10), (11) применим модификацию [4] обобщен-

ного принципа Каччопполи – Банаха [7] на множестве 

     1 2X ,Y : X , Y
C C

D t t      с использованием условий 2), 3) данной 

теоремы. 

Для построения решения системы матричных интегральных уравнений 

(8), (9) воспользуемся классическим методом последовательных приближений 

(см., например, [8]): 

           1

1 1 1 1 1

0 0

X A A G ,X ,Y

t

k k kt d d



      

 

  
   

  
   

       1 1 1 1A G ,X ,Yk k

t

d d

 



      

 
  
 
   

         1 1 1 1 1

0

G ,X ,Y A Xk k k d



       


    


 , (12) 
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           1

2 2 2 1 1

0 0

Y A A G ,X ,Y

t

k k kt d d



      

 

  
   

  
   

       2 2 1 1A G ,X ,Yk k

t

d d

 



      

 
  
 
   

         2 1 1 2 1

0

G ,X ,Y A Yk k k d  


    





      , 1,2,...k  , (13) 

где  0X t ,  0Y t  – произвольные матричные функции класса  0, , принад-

лежащие множеству D . 

Используя условия 2), можно показать, что все приближенные решения, 

полученные по алгоритму (12), (13), принадлежат множеству D .  

На основе условия 3) нетрудно доказать, что приближения, построенные 

по алгоритму (12), (13), сходятся равномерно по t I  к решению задачи (8), (9), 

при этом справедливы оценки  

  
1

0Z E Q Q Zii


  , 0,1,2,...i  , (14) 

  
1

0 0Z Z E Q Z


   , (15) 

где  

 
X X

Z
Y Y

i C
i

i C

 
    

 , 
1 0

0

1 0

X X
Z

Y Y

C

C

  
  
  

, 
X

Z
Y

C

C

 
   
 

, 
0

0

0

X
Z

Y
C

C

 
   
 

 . 

Заметим, что эти решения не обязаны удовлетворять краевым условиям 

(3), (4). Поэтому следует создавать более эффективные в этом смысле алгорит-

мы построения решения задачи (1)–(4). Один из таких алгоритмов можно раз-

работать на основе применения подхода [4, гл. 3] и получить оценки типа (14), 

(15). В дифференциальной форме он имеет вид 

  1
1

X
G ,X ,Y ,k

k k

d
t

dt

   (16) 

  1
2

Y
G ,X ,Y ,k

k k

d
t

dt

   (17) 

    1 1X 0 Xk k   , (18) 

    1 1Y 0 Yk k   , 0,1,2,...k  , (19) 

где начальное приближение 
0X , 

0Y  можно получить в виде постоянных матриц 

на основе (16), (17) при 0k   из соответствующих условий (18), (19) для при-

ближения  1X ,t   1Y t ,  

 1 0 0

0

G ,X ,Y 0,d



    
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 2 0 0

0

G ,X ,Y 0.d



    

Исследованию таких алгоритмов будут посвящены дальнейшие работы 

автора. 
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