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Рассмотрим автономное дифференциальное уравнение
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6𝑦′ + 𝑎8𝑦
8,

(1)

где 𝑦 – комплекснозначная функция от 𝑧 , 𝑧 – независимая комплексная переменная,
𝜈 ∈ Z ∖ {0} . Этим уравнением может быть определена одна из компонент квадратичной
системы третьего порядка.

Уравнение (1) эквивалентно системе

𝑦′ = 𝑢𝑦2, (𝑢− 1)𝑢′′ = (1− 1/𝜈)𝑢′2 − 𝑝(𝑢)𝑢′𝑦 − 𝑞(𝑢)𝑦2, (2)

где 𝑝(𝑢) = (2 − 𝑎1 +
4
𝜈
)𝑢2 − (𝑎3 + 6)𝑢 − 𝑎5, 𝑞(𝑢) = (2 − 2𝑎1 − 𝑎2 +

4
𝜈
)𝑢4 − (2𝑎3 + 𝑎4 +

+ 6)𝑢3 − (2𝑎5 + 𝑎6)𝑢
2 − 𝑎7𝑢 − 𝑎8. При 𝑝(1) = 𝑞(1) = 0 Пенлеве-анализ уравнения (1)

проводился в [1,2]; при 𝜈 = ∞, 𝑝(1) ̸= 0 – в [3,4]; в [5] получены некоторые необходимые
условия наличия свойства Пенлеве у уравнения (1). В [6] получены необходимые условия
наличия целых резонансов в частном случае, при этом выписаны некоторые уравнения,
удовлетворяющие найденным условиям.

Решается задача нахождения необходимых и достаточных условий наличия свойства
Пенлеве у уравнения (1) при

2− 2𝑎1 − 𝑎2 +
4

𝜈
= 0. (3)

Применяя метод малого параметра Пенлеве к системе (2), доказана
Лемма. Для отсутствия подвижных многозначных особых точек у решений урав-

нения (1) при условии (3) необходимо 𝑞(𝑢) ≡ 0 .
Используя метод малого параметра Пенлеве и результаты Пенлеве-анализа рацио-

нальных дифференциальных уравнений второго и третьего порядков, доказана
Теорема. Для наличия свойства Пенлеве у уравнения (1) при условии (3) необходи-

мо и достаточно,чтобы оно имело вид

(𝑦′ − 𝑦2)𝑦2𝑦′′′ = (1− 1
𝜈
)𝑦2(𝑦′′)2 + (2− 𝜇+ 4

𝜈
)𝑦(𝑦′)2𝑦′′+

+2(𝜇− 1− 2
𝜈
)𝑦′4 + (𝜇− 6)𝑦3𝑦′𝑦′′ + 2(3− 𝜇)𝑦2(𝑦′)3,

где пара (𝜈, 𝜇) принимает один из следующих видов: (𝜈, 0) , 𝜈 ∈ Z ∖ {−1, 0}; (1, 1);
(1, 2); (1, 3); (2, 1); (2, 2); (3, 1) .
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ОБ ОДНОМ УРАВНЕНИИ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА С
ОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ РЕЗОНАНСАМИ СО СВОЙСТВОМ ПЕНЛЕВЕ

Т.К. Андреева, И.П. Мартынов, М.В. Мисник

Рассмотрим автономное дифференциальное уравнение

(𝑦′ − 𝑦2)𝑦′′′ = (1− 1/𝜈)(𝑦′′)2 − 2𝑦𝑦′𝑦′′, (1)

где 𝑦 – комплекснозначная функция от 𝑧 , 𝑧 – независимая комплексная переменная,
𝜈 ∈ Z ∖ {0} . Этим уравнением может быть определена одна из компонент квадратичной
системы третьего порядка.

Найдем необходимые и достаточные условия наличия свойства Пенлеве у уравнения
(1), укажем в каких функциях выражается решение полученного уравнения. Решение
уравнения (1) будем искать в виде ряда

𝑦 = −
1 + 2

𝜈

𝑧 − 𝑧0
+ ...+ ℎ𝑟(𝑧 − 𝑧0)

𝑟−1 + ...,

где 𝑧0, ℎ𝑟 – произвольные постоянные, тогда уравнение для определения 𝑟 примет вид

(𝑟 + 1)(𝑟2 − (𝜈 + 3)𝑟 − 𝜈 − 2) = 0. (2)

Для наличия свойства Пенлеве у уравнения (1) будем требовать, чтобы корни уравнения
(2) были целыми, различными, отличными от 0 [1,2]. Это требование выполнено только
при 𝜈 = −8. В этом случае первый интеграл уравнения (1) имеет вид

𝑦′′ = − 8

𝑧 −𝐾
(𝑦′ − 𝑦2), (3)

где 𝐾 – произвольная постоянная. В (3) положим 𝑦 = −3
4
𝑡3𝑢(𝑡) + 3

4
𝑡, где 𝑡 = − 1

𝑧−𝐾
,

тогда для 𝑢(𝑡) получим уравнение
𝑢̈ = 6𝑢2, (4)

где 𝑢̈ = 𝑑2𝑢
𝑑𝑡2
. Запишем первый интеграл уравнения (4): 𝑢̇2 = 4𝑢3 + 𝐶, где 𝐶 – произ-

вольная постоянная. Таким образом, доказана




