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АНАЛИТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ ОДНОРОДНОГО
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

А. А. Мухин, И.П. Мартынов, В. А. Пронько

Рассмотрим однородное дифференциальное уравнение

𝑦2𝑦′𝑦′′′ = 𝑎𝑦2(𝑦′′)2 + 𝑏𝑦(𝑦′)2𝑦′′ + 𝑐(𝑦′)4 + 𝑙𝑦(𝑦′)3,

где 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑙 ∈ C , 𝑙 ̸= 0 , 𝑦 = 𝑦(𝑧) .
Масштабным преобразованием аргумента сделаем 𝑙 = 2 . Будем иметь

𝑦2𝑦′𝑦′′′ = 𝑎𝑦2(𝑦′′)2 + 𝑏𝑦(𝑦′)2𝑦′′ + 𝑐(𝑦′)4 + 2𝑦(𝑦′)3. (1)

Рассмотрим случай, когда уравнение (1) не имеет полярных решений. В этом случае
необходимо выполнение условий

𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 1, 2𝑎+ 𝑏 = 3. (2)

Учитывая (2), перепишем уравнение (1):

𝑦2𝑦′𝑦′′′ = 𝑎𝑦2(𝑦′′)2 + (3− 2𝑎)𝑦(𝑦′)2𝑦′′ + (𝑎− 2)(𝑦′)4 + 2𝑦(𝑦′)3. (3)

Легко проверить, что если 𝑎 ̸= 3
2
, то уравнение (3) имеет двухпараметрическое ре-

шение
𝑦 = 𝐶𝑒

2𝑎−3
𝑧−𝑧0 ,∀𝑧0, 𝐶. (4)

Лемма 1. Уравнение (3) при 𝑎 ̸= 3
2

имеет решение с подвижной существенно
особой точкой.

Лемма 2. Уравнение (3) при 𝑎 ̸= 3
2

имеет первый интеграл(︂
𝑦′′

𝑦
− (𝑦′)2

𝑦2

)︂2

+
4

2𝑎− 3

(︂
𝑦′

𝑦

)︂3

= ℎ

(︂
𝑦′

𝑦

)︂2𝑎

, ∀ℎ ∈ C. (5)

Замечание 1. Функция (4) удовлетворяет уравнению (5) при ℎ = 0 .
Замечание 2. При 𝑎 = 2 уравнение (3) имеет общее решение

𝑦 = 𝐶

(︂
1 +

𝐶2 − 𝐶1

𝑧 − 𝐶2

)︂ 1
𝐶2−𝐶1

, ∀𝐶,𝐶1, 𝐶2, 𝐶1 ̸= 𝐶2.

Пусть 𝑎 = 3
2
. Верна

Лемма 3. Уравнение (3) при 𝑎 = 3
2

имеет первый интеграл(︂
𝑦′′

𝑦
− (𝑦′)2

𝑦2

)︂2

= 4

(︂
𝑦′

𝑦

)︂3(︂
𝑙𝑛

(︂
𝑦′

𝑦

)︂
+𝐻

)︂
, ∀𝐻 ∈ C. (6)
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Полагая 𝑦′ = 𝑤𝑦 , при 𝑎 = 3
2

из (3) получим

𝑤𝑤′′ =
3

2
(𝑤′)2 + 2𝑤3. (7)

Используя (6), найдем, что уравнение (7) будет иметь первый интеграл (𝑤′)2 =
= 4𝑤3(𝑙𝑛𝑤 +𝐻) .

Согласно [1, с. 47], уравнение (7) можно назвать барьерным, так как с одной стороны
уравнение (7) должно иметь решение с полюсом второго порядка 𝑤 = 𝛽(𝑧−𝑧0)−2 , однако
эта функция уравнению (7) не удовлетворяет. Как и в работе [1, с. 47], к уравнению (7)
применим преобразование

𝑧 − 𝑧0 = 𝑒
𝑥
𝛾 , 𝑤 = 𝛾2𝑒−

2𝑥
𝛾 𝑢, 𝑢 = 𝑢(𝑥). (8)

При этом получим

𝑤′ = 𝛾2𝑒−
3𝑥
𝛾 (𝛾𝑢̇− 2𝑢), 𝑤′′ = 𝛾2𝑒−

4𝑥
𝛾 (𝛾2𝑢̈− 5𝛾𝑢̇+ 6𝑢), (9)

где 𝑢̇ = 𝑑𝑢
𝑑𝑥
, 𝑢̈ = 𝑑2𝑢

𝑑𝑥2 .
С учетом (9) из (7) получим

𝛾

(︂
𝑢𝑢̈− 3

2
(𝑢̇)2

)︂
+ 𝑢𝑢̇ = 2𝛾𝑢3. (10)

Решение уравнения (10) согласно [1, с. 48] будем искать в виде ряда 𝑢 = 1+
∑︀∞

𝑘=1 𝑢𝑘𝛾
𝑘.

Тогда, из (10) получим, что 𝑢̇1 = 2 . Значит, будем иметь 𝑢1 = 2𝑥 . Так как 𝑥 = 𝛾𝑙𝑛(𝑧−
− 𝑧0) , то получим, что функция 𝑢 = 𝑢(𝑧) будет иметь подвижные логарифмические
точки ветвления.

Значит, верна
Теорема 1. Решения уравнения (3) при 𝑎 ̸= 3

2
имеют подвижные существенно

особые точки, а при 𝑎 = 3
2

имеют подвижные логарифмические точки ветвления.
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ПОСТРОЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ПРОБЛЕМЫ
РИМАНА ДЛЯ СИСТЕМЫ ДВУХ ФУНКЦИЙ С ПРОИЗВОЛЬНЫМ

ЧИСЛОМ ОСОБЫХ ТОЧЕК

Л.А. Хвощинская

Рассматривается следующая задача. Найти систему двух функций 𝑌 (𝑧) = (𝑦1, 𝑦2) ,
которая при обходе вокруг особых точек 𝑎𝑘 , 𝑘 = 1, ..., 𝑛 + 1 , 𝑎𝑛+1 = ∞ умножается на
постоянные невырожденные 2×2 матрицы 𝑉𝑘 , 𝑘 = 1, ..., 𝑛 + 1 , 𝑉1 · 𝑉2 · . . . · 𝑉𝑛+1 = 𝐸
(см.[1]). Наша цель – построить дифференциальное уравнение класса Фукса

𝑑𝑌

𝑑𝑧
= 𝑌

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑈𝑘

𝑧 − 𝑎𝑘
, (1)




