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Полагая 𝑦′ = 𝑤𝑦 , при 𝑎 = 3
2

из (3) получим

𝑤𝑤′′ =
3

2
(𝑤′)2 + 2𝑤3. (7)

Используя (6), найдем, что уравнение (7) будет иметь первый интеграл (𝑤′)2 =
= 4𝑤3(𝑙𝑛𝑤 +𝐻) .

Согласно [1, с. 47], уравнение (7) можно назвать барьерным, так как с одной стороны
уравнение (7) должно иметь решение с полюсом второго порядка 𝑤 = 𝛽(𝑧−𝑧0)−2 , однако
эта функция уравнению (7) не удовлетворяет. Как и в работе [1, с. 47], к уравнению (7)
применим преобразование

𝑧 − 𝑧0 = 𝑒
𝑥
𝛾 , 𝑤 = 𝛾2𝑒−

2𝑥
𝛾 𝑢, 𝑢 = 𝑢(𝑥). (8)

При этом получим

𝑤′ = 𝛾2𝑒−
3𝑥
𝛾 (𝛾𝑢̇− 2𝑢), 𝑤′′ = 𝛾2𝑒−

4𝑥
𝛾 (𝛾2𝑢̈− 5𝛾𝑢̇+ 6𝑢), (9)

где 𝑢̇ = 𝑑𝑢
𝑑𝑥
, 𝑢̈ = 𝑑2𝑢

𝑑𝑥2 .
С учетом (9) из (7) получим

𝛾

(︂
𝑢𝑢̈− 3

2
(𝑢̇)2

)︂
+ 𝑢𝑢̇ = 2𝛾𝑢3. (10)

Решение уравнения (10) согласно [1, с. 48] будем искать в виде ряда 𝑢 = 1+
∑︀∞

𝑘=1 𝑢𝑘𝛾
𝑘.

Тогда, из (10) получим, что 𝑢̇1 = 2 . Значит, будем иметь 𝑢1 = 2𝑥 . Так как 𝑥 = 𝛾𝑙𝑛(𝑧−
− 𝑧0) , то получим, что функция 𝑢 = 𝑢(𝑧) будет иметь подвижные логарифмические
точки ветвления.

Значит, верна
Теорема 1. Решения уравнения (3) при 𝑎 ̸= 3

2
имеют подвижные существенно

особые точки, а при 𝑎 = 3
2

имеют подвижные логарифмические точки ветвления.
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ПОСТРОЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ПРОБЛЕМЫ
РИМАНА ДЛЯ СИСТЕМЫ ДВУХ ФУНКЦИЙ С ПРОИЗВОЛЬНЫМ

ЧИСЛОМ ОСОБЫХ ТОЧЕК

Л.А. Хвощинская

Рассматривается следующая задача. Найти систему двух функций 𝑌 (𝑧) = (𝑦1, 𝑦2) ,
которая при обходе вокруг особых точек 𝑎𝑘 , 𝑘 = 1, ..., 𝑛 + 1 , 𝑎𝑛+1 = ∞ умножается на
постоянные невырожденные 2×2 матрицы 𝑉𝑘 , 𝑘 = 1, ..., 𝑛 + 1 , 𝑉1 · 𝑉2 · . . . · 𝑉𝑛+1 = 𝐸
(см.[1]). Наша цель – построить дифференциальное уравнение класса Фукса

𝑑𝑌

𝑑𝑧
= 𝑌

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑈𝑘

𝑧 − 𝑎𝑘
, (1)
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где 𝑈𝑘 – постоянные 2×2 матрицы (матрицы-вычеты), причем 𝑈𝑘 ∼ 1
2𝜋𝑖

ln𝑉𝑘 , 𝑘 =
= 1, . . . , 𝑛 . При построении применялся «метод логарифмизации» произведения матриц
второго порядка [2].

Обозначим характеристические числа матриц 𝑉𝑘 – 𝛼𝑘 , 𝛽𝑘 , матриц 𝑉1 · 𝑉2 · . . . · 𝑉𝑘
– 𝛼*

𝑘 , 𝛽*
𝑘 , матриц 𝑉𝑘 · 𝑉𝑘+1 · . . . · 𝑉𝑛 – 𝛼**

𝑘 , 𝛽**
𝑘 , соответственно, и найдем числа 𝜌𝑘 =

= 1
2𝜋𝑖

ln𝛼𝑘 , 𝜎𝑘 = 1
2𝜋𝑖

ln 𝛽𝑘 , 𝜌*𝑘 = 1
2𝜋𝑖

ln𝛼*
𝑘 , 𝜎*

𝑘 = 1
2𝜋𝑖

ln 𝛽*
𝑘 , 𝜌**𝑘 = 1

2𝜋𝑖
ln𝛼**

𝑘 , 𝜎**
𝑘 = 1

2𝜋𝑖
ln 𝛽**

𝑘 ,∑︀𝑛+1
𝑘=1 (𝜌𝑘 + 𝜎𝑘) = 1 , 0 ⩽ Re (𝜎n+1 − 𝜌n+1) < 1 , (𝜌*𝑘 + 𝜎*

𝑘) =
∑︀𝑘

𝑚=1 (𝜌𝑚 + 𝜎𝑚) , (𝜌**𝑘 + 𝜎**
𝑘 ) =

=
∑︀𝑛

𝑚=𝑘 (𝜌𝑚 + 𝜎𝑚) , 𝑑*𝑘 = 𝜌*𝑘𝜎
*
𝑘 , 𝑑**𝑘 = 𝜌**𝑘 𝜎

**
𝑘 . Установлено, что матрица 𝑈1+𝑈2+ . . . +𝑈𝑛

подобна матрице 𝑆 =
(︀ −𝜌𝑛+1 0

0 1−𝜎𝑛+1

)︀
=
(︀
𝜌 0
0 𝜎

)︀
. В работе [2] доказано, что в случае 𝑛 = 2

матрица 𝑆 представима в виде суммы матриц

𝑆 =

(︂
𝜌 0
0 𝜎

)︂
= 𝑆1 + 𝑆2 =

(︂
𝑠1 𝛾1/𝑐
𝑐 𝑠′1

)︂
+

(︂
𝑠2 −𝛾1/𝑐
−𝑐 𝑠′2

)︂
, (2)

где 𝑠1 = 𝜌1𝜎1−(𝜌−𝜌2)(𝜌−𝜎2)
𝜎−𝜌

, 𝑠′1 =
(𝜎−𝜌2)(𝜎−𝜎2)−𝜌1𝜎1

𝜎−𝜌
, 𝑠2 = 𝜌2𝜎2−(𝜌−𝜌1)(𝜌−𝜎1)

𝜎−𝜌
, 𝑠′2 =

(𝜎−𝜌1)(𝜎−𝜎1)−𝜌2𝜎2

𝜎−𝜌
,

𝛾1 = −(𝑠1 − 𝜌1)(𝑠1 − 𝜎1) , 𝑐 – произвольная постоянная. Так как матрицы 𝑆𝑘 ∼ 1
2𝜋𝑖
𝑉𝑘 ,

𝑘 = 1, 2 , то они представляют собой матрицы-вычеты уравнения (1) при 𝑛 = 2 .
В случае произвольного 𝑛 представляем матрицу 𝑆 в виде суммы 𝑛 матриц 𝑆 =

=
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑆𝑘 , где 𝑆𝑘 ∼ 1
2𝜋𝑖
𝑉𝑘 , 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 . Для этого записываем матрицу 𝑉 −1

𝑛+1 (𝑛 − 2)

способами в виде произведений двух матриц 𝑉 −1
𝑛+1 = (𝑉1 · 𝑉2 · . . . · 𝑉𝑘) · (𝑉𝑘+1 · . . . · 𝑉𝑛) ,

𝑘 = 1, . . . , 𝑛− 2 , к каждому из которых применяем формулу (2). В результате получаем
систему (𝑛− 2) представлений матрицы 𝑆 :

𝑆 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑆𝑘 = 𝑆*
1 + 𝑆**

2 = 𝑆*
2 + 𝑆**

3 = . . . = 𝑆*
𝑘 + 𝑆**

𝑘+1 = . . . = 𝑆*
𝑛−1 + 𝑆**

𝑛 , (3)

где матрицы 𝑆*
𝑘 ∼ 1

2𝜋𝑖
ln(𝑉1 ·𝑉2 ·. . . ·𝑉𝑘) , 𝑆**

𝑘 ∼ 1
2𝜋𝑖

ln(𝑉𝑘 ·. . . ·𝑉𝑛) и содержат 𝑛 различных
произвольных постоянных 𝑐𝑘 . Из системы (3) последовательно находим матрицы 𝑆1 =
= 𝑆*

1 , 𝑆𝑘 = 𝑆*
𝑘−𝑆*

𝑘−1 = 𝑆**
𝑘 −𝑆**

𝑘+1 , 𝑘 = 2, . . . , 𝑛−1 , 𝑆𝑛 = 𝑆**
𝑛 . Связь между постоянными

𝑐𝑘 и 𝑐𝑘+1 устанавливаем на основании формулы det𝑆𝑘 = 𝑑𝑘 , 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 − 1 . Таким
образом была доказана теорема.

Теорема. Решение проблемы Римана для двух функций 𝑌 (𝑧) = (𝑦1, 𝑦2) с (𝑛 +
+ 1) особыми точками 𝑎1 , 𝑎2, . . . 𝑎𝑛 , 𝑎𝑛+1 = ∞ удовлетворяет дифференциальному

уравнению класса Фукса 𝑑𝑌
𝑑𝑧

= 𝑌
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑆𝑘

𝑧−𝑎𝑘
, элементы матриц-вычетов 𝑆𝑘 =

(︁
𝑠𝑘 𝛾𝑘/𝑐𝑘
𝑐𝑘 𝑠′𝑘

)︁
которых находятся по формулам 𝑠𝑘 = 1

𝜎−𝜌

[︀
𝑑*𝑘 − 𝑑*𝑘−1 − 𝜌(𝜌𝑘 + 𝜎𝑘) + 𝑑**𝑘 − 𝑑**𝑘+1

]︀
, 𝑠′𝑘 =

= 1
𝜎−𝜌

[︀
𝑑*𝑘−1 − 𝑑*𝑘 + 𝜎(𝜌𝑘 + 𝜎𝑘) + 𝑑**𝑘+1 − 𝑑**𝑘

]︀
, 𝑐𝑘 = 𝑐𝜏1𝜏2 · . . . · 𝜏𝑛−3(𝜏𝑛−2 − 1) , 𝛾𝑘 = −(𝑠𝑘 −

− 𝜌𝑘)(𝑠𝑘 − 𝜎𝑘) , 𝜏 2𝑘𝛾*𝑘 + 𝜏𝑘
(︀
𝛾*𝑘+1 + 𝛾*𝑘 − 𝛾𝑘

)︀
+ 𝛾*𝑘+1 = 0 , 𝑘 = 1, . . . , 𝑛− 2 , 𝑐 – произвольная

постоянная.
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