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2) все решения 𝑥 удовлетворяют равенству (4).
Системы, существование которых утверждается в теоремах 1 и 2, неавтономны, неод-

номерны и нелинейны. Более того:
– полученные результаты не распространяются на автономные системы, поскольку

для них полная и глобальная неустойчивости сразу всех трёх типов (ляпуновского, пер-
роновского и верхнепредельного) логически неразличимы [11];

– ни одномерных, ни линейных (однородных) систем с такими наборами свойств не
существует, поскольку для них ляпуновская полная (а значит, и глобальная) неустойчи-
вость эквивалентна верхнепредельной глобальной неустойчивости [3].

Работа выполнена при поддержке Фонда развития теоретической физики и матема-
тики “БАЗИС” (проект 22-8-10-3-1).
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О МНОЖЕСТВАХ ТОЧЕК ПОЛУНЕПРЕРЫВНОСТИ ЛОКАЛЬНОЙ
ЭНТРОПИИ НЕАВТОНОМНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

А.Н. Ветохин

Для количественной оценки неустойчивости по начальным условиям в автономной
динамической системе в книге [1, с. 274] было введено понятие локальной энтропии ав-
тономной динамической системы. Мы приведем аналогичное определение для случая
неавтономной динамической системы.
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Пусть 𝑋 — локально компактное метрическое пространство, 𝑓 ≡ (𝑓1, 𝑓2, . . . ) — по-
следовательность непрерывных отображений из 𝑋 в 𝑋 . Наряду с исходной метрикой
𝑑 определим на 𝑋 дополнительную систему метрик

𝑑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦) = max
0⩽𝑖⩽𝑛−1

𝑑(𝑓 ∘𝑖(𝑥), 𝑓 ∘𝑖(𝑦)), (𝑓 ∘𝑖 ≡ 𝑓𝑖 ∘ · · · ∘ 𝑓1, 𝑓 ∘0 ≡ id𝑋), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑛 ∈ N.

Зафиксируем точку 𝑥 ∈ 𝑋 , для всяких 𝑛 ∈ N, 𝑟 > 0 и 𝜌 > 0 обозначим через
𝑁𝑑(𝑓, 𝑟, 𝑛, 𝑥, 𝜌) максимальное число точек в шаре 𝐵𝑑(𝑥, 𝜌) = {𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝜌},
попарные 𝑑𝑓𝑛 -расстояния между которыми больше, чем 𝑟. Тогда локальную энтропию
неавтономной динамической системы 𝑓 в точке 𝑥 определяют формулой

ℎ𝑑(𝑓, 𝑥) = lim
𝑟→0

lim
𝜌→0

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑁𝑑(𝑓, 𝑟, 𝑛, 𝑥, 𝜌),

отметим, что пределы в последней формуле существуют, так как величина

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑁𝑑(𝑓, 𝑟, 𝑛, 𝑥, 𝜌)

не возрастает с уменьшением 𝜌 и не убывает с уменьшением 𝑟. Для того, чтобы полу-
чить классическое определение локальной энтропии автономной динамической системы
[1, с. 274], нужно в качестве последовательности 𝑓 взять стационарную последователь-
ность (𝑓, 𝑓, . . . ) .

Для фиксированной последовательности непрерывных отображений 𝑓 ≡ (𝑓1, 𝑓2, . . . ),
𝑓𝑘 : 𝑋 → 𝑋 рассмотрим функцию

𝑥 ↦→ ℎ𝑑(𝑓, 𝑥), (1)

как показывает следующий пример функция (1) может быть разрывной на пространстве
𝑋 даже в случае стационарной последовательности непрерывных отображений.

Рассмотрим отображение отрезка [0, 1] в себя вида 𝑡(𝑥) = 4𝑥(1−𝑥) . В книге [2, с. 502]
установлено, что топологическая энтропия непрерывного отображения 𝑡 равна ln 2. На-
помним, что в случае компактного метрического пространства 𝑋 топологическая энтро-
пия непрерывного отображения 𝑔 : 𝑋 → 𝑋 вычисляется по формуле [2, с. 122]

ℎtop(𝑔) = lim
𝑟→0

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑁𝑑(𝑔, 𝑟, 𝑛),

где 𝑁𝑑(𝑔, 𝑟, 𝑛) максимальное число точек в 𝑋 попарные 𝑑𝑓𝑛 -расстояния между которы-
ми больше чем 𝑟. Пусть 𝑋 = [−1, 1] и отображение 𝑔 имеет вид

𝑔(𝑥) =

{︂
0, если 𝑥 ∈ [−1, 0);
4𝑥(1− 𝑥), если 𝑥 ∈ [0, 1],

тогда для последовательности (𝑔, 𝑔, . . . ) имеем ℎ𝑑(𝑔, 𝑥) = 0, при 𝑥 ∈ [−1, 0). Если 𝑥 =
= 0, то найдутся бесконечно малая последовательность положительных действительных
чисел (𝜌𝑚)

∞
𝑚=1 и последовательность натуральных чисел (𝑞𝑚)

∞
𝑚=1 такие, что выполнено

равенство
𝑔𝑞𝑚({𝑥 : |𝑥| ⩽ 1/𝜌𝑚}) = [0, 1],

а следовательно для любого натурального числа 𝑛, (𝑞𝑚+𝑛) -я итерация отображения 𝑔
совпадает с 𝑛 -ой итерацией отбражения 𝑡, таким образом получаем оценку локальной
энтропии отображения 𝑔 в точке 𝑥 = 0 снизу

ℎ𝑑(𝑔, 0) = lim
𝑟→0

lim
𝑚→∞

lim
𝑛→∞

1

𝑞𝑚 + 𝑛
ln𝑁𝑑(𝑔, 𝑟, 𝑞𝑚 + 𝑛, 0, 𝜌𝑚) ⩾
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⩾ lim
𝑟→0

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑁𝑑(𝑡, 𝑟, 𝑛) = ℎtop(𝑡) = ln 2,

следовательно функция 𝑥 ↦→ ℎ𝑑(𝑔, 𝑥) имеет разрыв в нуле.
Возникают естественные вопросы о наименьшем бэровском классе, которому принад-

лежит функция (1) и о дескриптивном типе множества точек полунепрерывности сверху
(снизу) этой функции.

Напомним, что функциями нулевого бэровского класса на метрическом пространстве
𝑋 называются непрерывные функции, и для всякого натурального числа 𝑝 функция-
ми 𝑝 -го бэровского класса называются функции, являющиеся поточечными пределами
последовательностей функций (𝑝− 1) -го класса.

В работе [3], в случае стационарной последовательности 𝑓, установлено, что функция
(1) принадлежит второму бэровскому классу на пространстве 𝑋. Для неавтономных
динамических систем справедлив аналогичный результат.

Теорема 1. Для любой последовательности непрерывных отображений
𝑓 ≡ (𝑓1, 𝑓2, . . . ) функция (1) принадлежит второму бэровскому классу на простран-
стве 𝑋.

В работе [3], в случае стационарной последовательности 𝑓, установлено, что множе-
ство точек полунепрерывности снизу функции (1) содержит всюду плотное множество
типа 𝐺𝛿. Оказывается справедливо более сильное утверждение.

Теорема 2. Для любой последовательности непрерывных отображений
𝑓 ≡ (𝑓1, 𝑓2, . . . ) множество точек полунепрерывности снизу функции (1) является
всюду плотным множеством типа 𝐺𝛿 в пространстве 𝑋, а множество ее точек
полунепрерывности сверху — множеством типа 𝐹𝜎𝛿 в пространстве 𝑋.

Если пространство 𝑋 является множеством Кантора на отрезке [0, 1] с метрикой,
индуцированной естественной метрикой вещественной прямой, то существует стационар-
ная последовательность (𝑓, 𝑓, . . . ), такая, что функция (1) всюду разрывна и не при-
надлежит первому классу Бэра на пространстве 𝑋 [3]. Оказывается справедлив более
сильный результат

Теорема 3. Если пространство 𝑋 является множеством Кантора на отрезке
[0, 1] с метрикой, индуцированной естественной метрикой вещественной прямой, то
существует стационарная последовательность (𝑓, 𝑓, . . . ) непрерывных отображений
такая, что множество точек полунепрерывности сверху функции (1) пусто.
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ЛИНЕЙНЫЕ РЕКУРРЕНТНЫЕ УРАВНЕНИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ
ВЫПУКЛЫХ КОМПАКТОВ И ДИАМЕТРЫ ИХ РЕШЕНИЙ

А.С. Войделевич

В докладе рассматриваются линейные рекуррентные уравнения, которые являются
дискретными аналогами линейных дифференциальных уравнений с производной Хуку-
хары [1]. Решения таких уравнений представляют собой последовательности компактных




