
Асимптотическая теория дифференциальных уравнений 43

𝜎𝑘(· ;A), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, для равномерного семейства A. Свойства, которым удовлетворя-
ют эти функции, содержит

Теорема 1. Для каждых натурального 𝑛 ≥ 2 и метрического пространства 𝑀
верхний сингулярный показатель 𝜎𝑘(· ;A), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, семейства A является функ-
цией класса (*, 𝐺𝛿), имеющей непрерывные миноранту и мажоранту.

Так как 𝜆𝑛(𝐴) = 𝜎𝑛(𝐴), то приведённые свойства показатель 𝜎𝑛(· ;A) характери-
зуют полностью, как это следует из [4] или [5]. Для остальных верхних сингулярных
показателей вопрос о том, дают ли эти свойства полное описание этих показателей для
равномерных семейств, остаётся открытым. Доказано только следующее частичное об-
ращение теоремы 1.

Теорема 2. Для каждых натуральных 𝑛 ≥ 2, фиксированного 𝑘 ≤ 𝑛, метрическо-
го пространства 𝑀 и полунепрерывной сверху функции 𝑓 : 𝑀 → R, имеющей непре-
рывные миноранту и мажоранту, существует такое равномерное семейство A, для
которого 𝜎𝑘(𝜇;A) = 𝑓(𝜇) при всех 𝜇 ∈𝑀.
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ВЕРХНЯЯ ГРАНИЦА ПОДВИЖНОСТИ СТАРШЕГО
СРЕДНЕКВАДРАТИЧЕСКОГО ПОКАЗАТЕЛЯ СТОХАСТИЧЕСКОЙ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

А.А. Леваков, Д.А. Долженкова

Пусть заданы вероятностное пространство (Ω,ℱ , 𝑃 ) с потоком ℱ𝑡 , 𝑑 -мерное (F𝑡) -
броуновское движение 𝑊 (𝑡) . Рассмотрим стохастическую дифференциальную систему

𝑑𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑑𝑊 (𝑡), (1)

где 𝐴 : 𝑅+ → 𝑅𝑑×𝑑 и 𝑔 : 𝑅+ × 𝑅𝑑 → 𝑅𝑑×𝑑 − непрерывные функции, кроме того, 𝐴
− ограниченная функция, 𝑔 удовлетворяет глобальному условию Липшица по 𝑥 . При
этих условиях для любого 𝑥0 ∈ 𝑅𝑑 уравнение (1) имеет сильное решение с начальным
условием 𝑥0 .

Число 𝜚(𝑥) = lim
𝑡→+∞

sup(2𝑡)−1 ln𝐸(‖𝑥(𝑡)‖2) , где 𝐸(‖𝑥(𝑡)‖2) − математическое ожида-

ние случайной величины ‖𝑥(𝑡)‖2 , называется верхним среднеквадратическим характери-
стическим показателем сильного решения 𝑥(𝑡) уравнения (1), а число
sup
𝑥∈𝐴

𝜚(𝑥) = Λ , где Λ − множество всех сильных решений уравнения (1) с начальны-

ми условиями 𝑥0 ∈ 𝑅𝑑 , − старшим среднеквадратическим показателем уравнения (1).
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Число 𝜒 называется верхней границей подвижности старшего среднеквадратическо-
го показателя системы (1), если для любого 𝜀 > 0 существует 𝛿 > 0 такое, что для
любой функции 𝑔 , удовлетворяющей условию ‖𝑔(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝛿‖𝑥‖ ∀(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑅+ ×𝑅𝑑 , стар-
ший среднеквадратический показатель системы (1) не превосходит 𝜒+ 𝜀 .

Число �̄� называется достижимой верхней границей подвижности старшего средне-
квадратического характеристического показателя системы (1), если оно является верх-
ней границей подвижности старшего среднеквадратического показателя и для любых
𝜀 > 0 и 𝛿 > 0 найдется система (1) с функцией 𝑔 , удовлетворяющей неравенству
‖𝑔(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝛿‖𝑥‖ ∀(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑅+×𝑅𝑑 , и со старшим среднеквадратическим показателем, не
меньшим чем �̄�− 𝜀 .

Теорема. Старший центральный показатель системы

𝑑𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡)𝑑𝑡 (2)

является верхней границей подвижности старшего среднеквадратического показателя
системы (1).

Старший центральный показатель диагональной системы (2) является достижимой
верхней границей подвижности старшего среднеквадратического показателя системы
(1).
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О НЕУСТОЙЧИВОСТИ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ МИЛЛИОНЩИКОВА С
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Рассмотрим однопараметрическое семейство линейных дифференциальных систем

�̇� = 𝐴𝜇(𝑡)𝑥, 𝑥 ∈ R2, 𝑡 ≥ 0 (1𝜇)

с матрицами 𝐴𝜇(𝑡) :=

{︂
𝑑𝑘(𝜇) diag [1,−1], 2𝑘 − 2 ≤ 𝑡 < 2𝑘 − 1,
(𝜇+ 𝛾(𝜇) + 𝑏𝑘)𝐽, 2𝑘 − 1 ≤ 𝑡 < 2𝑘,

где 𝑘 ∈ N,

𝐽 =

(︂
0 1
−1 0

)︂
, и вещественным параметром 𝜇; условия, которым удовлетворяют чис-

ла 𝑏𝑘 ∈ R и непрерывные 𝜋 -периодические функции 𝑑𝑘(·), 𝛾(·) : R → R , будут указаны
ниже.

В работах [1–4] исследовался случай, когда 𝑑𝑘(𝜇) и 𝛾(𝜇) не зависят от 𝜇 и выполнено
условие 𝑑𝑘(𝜇) ≡ 𝑑𝑘 ≥ 𝑑 > 0 , 𝑘 ∈ N. При этом в [1] установлено отсутствие равномерных
по 𝜇 оценок нормы решений системы (1𝜇), а в [2] при наложении ограничения 𝑑 > 210

доказана положительность старшего показателя Ляпунова системы (1𝜇), рассматрива-
емого как функция параметра 𝜇, на множестве положительной меры Лебега.

В работах [3, 4] сделана попытка перенести указанный результат на общий случай,
однако теорема из [3] неверна, а доказательство теоремы 2 из [4] также содержит ошибки.

Пусть 𝛼𝑛 ∈ R , 𝑛 ∈ N – произвольные числа. Рассмотрим случай, когда выполнены
условия

𝑑𝑘(𝜇) ≡ 𝑑(𝜇) > 0, 𝑏2𝑛−1 = 𝛼𝑛, 𝑘 ∈ N, 𝜇 ∈ R. (2)




