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Число 𝜒 называется верхней границей подвижности старшего среднеквадратическо-
го показателя системы (1), если для любого 𝜀 > 0 существует 𝛿 > 0 такое, что для
любой функции 𝑔 , удовлетворяющей условию ‖𝑔(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝛿‖𝑥‖ ∀(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑅+ ×𝑅𝑑 , стар-
ший среднеквадратический показатель системы (1) не превосходит 𝜒+ 𝜀 .

Число �̄� называется достижимой верхней границей подвижности старшего средне-
квадратического характеристического показателя системы (1), если оно является верх-
ней границей подвижности старшего среднеквадратического показателя и для любых
𝜀 > 0 и 𝛿 > 0 найдется система (1) с функцией 𝑔 , удовлетворяющей неравенству
‖𝑔(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝛿‖𝑥‖ ∀(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑅+×𝑅𝑑 , и со старшим среднеквадратическим показателем, не
меньшим чем �̄�− 𝜀 .

Теорема. Старший центральный показатель системы

𝑑𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡)𝑑𝑡 (2)

является верхней границей подвижности старшего среднеквадратического показателя
системы (1).

Старший центральный показатель диагональной системы (2) является достижимой
верхней границей подвижности старшего среднеквадратического показателя системы
(1).
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Рассмотрим однопараметрическое семейство линейных дифференциальных систем

�̇� = 𝐴𝜇(𝑡)𝑥, 𝑥 ∈ R2, 𝑡 ≥ 0 (1𝜇)

с матрицами 𝐴𝜇(𝑡) :=

{︂
𝑑𝑘(𝜇) diag [1,−1], 2𝑘 − 2 ≤ 𝑡 < 2𝑘 − 1,
(𝜇+ 𝛾(𝜇) + 𝑏𝑘)𝐽, 2𝑘 − 1 ≤ 𝑡 < 2𝑘,

где 𝑘 ∈ N,

𝐽 =

(︂
0 1
−1 0

)︂
, и вещественным параметром 𝜇; условия, которым удовлетворяют чис-

ла 𝑏𝑘 ∈ R и непрерывные 𝜋 -периодические функции 𝑑𝑘(·), 𝛾(·) : R → R , будут указаны
ниже.

В работах [1–4] исследовался случай, когда 𝑑𝑘(𝜇) и 𝛾(𝜇) не зависят от 𝜇 и выполнено
условие 𝑑𝑘(𝜇) ≡ 𝑑𝑘 ≥ 𝑑 > 0 , 𝑘 ∈ N. При этом в [1] установлено отсутствие равномерных
по 𝜇 оценок нормы решений системы (1𝜇), а в [2] при наложении ограничения 𝑑 > 210

доказана положительность старшего показателя Ляпунова системы (1𝜇), рассматрива-
емого как функция параметра 𝜇, на множестве положительной меры Лебега.

В работах [3, 4] сделана попытка перенести указанный результат на общий случай,
однако теорема из [3] неверна, а доказательство теоремы 2 из [4] также содержит ошибки.

Пусть 𝛼𝑛 ∈ R , 𝑛 ∈ N – произвольные числа. Рассмотрим случай, когда выполнены
условия

𝑑𝑘(𝜇) ≡ 𝑑(𝜇) > 0, 𝑏2𝑛−1 = 𝛼𝑛, 𝑘 ∈ N, 𝜇 ∈ R. (2)
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Обозначим через 𝑋𝐴𝜇(𝑡, 𝑠) , 𝑡, 𝑠 ≥ 0 , матрицу Коши системы (1𝜇) . Для любого
𝜙 ∈ R матрицу поворота на угол 𝜙 по часовой стрелке обозначим через 𝑈(𝜙) ≡

≡
(︂

cos𝜙 sin𝜙
− sin𝜙 cos𝜙

)︂
.

Можно показать, что в случае, когда матрица 𝐴𝜇(·) определяется условиями (2), для
любого 𝑘 ∈ N справедливо равенство 𝑋𝐴𝜇(2

𝑘+1, 0) = 𝑈(𝛼𝑘+1 − 𝛼𝑘)𝑋
2
𝐴𝜇
(2𝑘, 0) .

Системы с коэффициентами, выбранными согласно (2), обладают рядом свойств,
позволяющих строить однопараметрические семейства с различными асимптотическими
характеристиками. В частности, если последовательность {𝛼𝑛}∞𝑛=1 сходится, то матри-
ца 𝐴𝜇(·) есть равномерный по 𝑡 ≥ 0 предел последовательности периодических матриц.
В.М. Миллионщиков использовал такие системы в работах [5, 6] (см. также [7]) для до-
казательства существования неправильных по Ляпунову линейных дифференциальных
систем с предельно периодическими и квазипериодическими коэффициентами.

В работе [8] при выполнении условий (2) и в случае, когда 𝑑(·) – произвольная непре-
рывная функция, а 𝛾(·) ≡ 0 , доказано существование такого значения параметра 𝜇 ∈ R ,
при котором соответствующая система (1𝜇) неустойчива. В настоящем докладе уста-
новлена положительность старшего показателя Ляпунова системы (1𝜇) на множестве
значений параметра положительной меры Лебега при условии дифференцируемости на
R функций 𝑑(·) , 𝛾(·) и выполнения неравенства

𝐶 := inf
𝜇∈R

(1 + 𝛾′(𝜇)) > 2|𝑑′(𝜇)|𝑒4𝑑(𝜇), 𝜇 ∈ R (3)

и оценки
𝜋∫︁

0

𝑑(𝜇) 𝑑𝜇 > 210(1 + 𝐶−1). (4)

Для любых 𝑘 ∈ N и 𝜇 ∈ R определим рекуррентно вещественные числа 𝜂𝑘 =
= 𝜂𝑘(𝜇) ≥ 1 и 𝜓𝑘 = 𝜓𝑘(𝜇) следующим образом. Обозначим 𝜂1(𝜇) = 𝑒𝑑(𝜇) , 𝜓1(𝜇) :≡ 0 ,
𝜉𝑘 = 𝜉𝑘(𝜇) := 2𝜓𝑘(𝜇)+𝛼𝑘+𝜇+𝛾(𝜇) , 𝑞𝑘(𝜇) := 2𝜋[2−1𝜋−1𝜉𝑘(𝜇)] ( [·] обозначает целую часть
числа). Поскольку 𝜂𝑘 ≥ 1 и, следовательно sh (2 ln 𝜂𝑘) ≥ 0 , найдутся единственные
1 ≤ 𝜂𝑘+1 ∈ R и 𝜙𝑘 = 𝜙𝑘(𝜇) ∈ [𝑞𝑘(𝜇)−2−1𝜋, 𝑞𝑘(𝜇)+2−1𝜋) , такие что выполнены равенства

sℎ ln 𝜂𝑘+1 = (sh (2 ln 𝜂𝑘))| cos 𝜉𝑘|,

ctg𝜙𝑘 = (ch (2 ln 𝜂𝑘))ctg 𝜉𝑘 если sin 𝜉𝑘 ̸= 0, 𝜙𝑘 = 𝜉𝑘 в случае когда sin 𝜉𝑘 = 0.

Наконец, полагаем 𝜓𝑘+1(𝜇) := 𝜓𝑘(𝜇) + 2−1𝜙𝑘(𝜇) +
𝜋

2
𝛽(𝜇) , где 𝛽(𝜇) = 0 если 𝜉𝑘(𝜇) ∈

∈ ∪
𝑛∈Z

[2𝜋𝑛− 2−1𝜋, 2𝜋𝑛+ 2−1𝜋) , 𝛽(𝜇) = 1 для всех остальных 𝜇 ∈ R .

Далее всюду будем предполагать выполненными условия (2) и (3) .
Лемма 1. Для любых 𝑛 ∈ N , 𝜇 ∈ R функции 𝜂𝑘 и 𝜓𝑘 дифференцируемы по 𝜇 и

имеет место представление

𝑋𝐴𝜇(2
𝑛 − 1, 0) = 𝑈(𝜓𝑛)

(︂
𝜂𝑛 0
0 𝜂−1

𝑛

)︂
𝑈(𝜓𝑛).

Лемма 2. Для любого 𝑘 ∈ N справедливы равенство

𝜓𝑘(𝜋)− 𝜓𝑘(0) = (2𝑘−1 − 2−1)𝜋.

и для всех 𝜇 ∈ R оценка
𝜓′
𝑘(𝜇) > 0.
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Лемма 3. Для любого 𝑘 ∈ N справедливо неравенство
𝜋∫︁

0

ln | cos 𝜉𝑘(𝜇)| 𝑑𝜇 ≥ −25𝑘 − 2𝜋 ln(1 + 𝐶−1).

Теорема. Старший характеристический показатель 𝜆2(𝐴𝜇) системы (1𝜇) при
выполнении условий (2)–(4) положителен для всех 𝜇 из некоторого множества 𝐽
положительной меры Лебега.
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ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ВЕКТОРЫ НОРМИРОВАННЫХ
РАЗБИЕНИЙ МАТРИЦЫ КОШИ

Е.К. Макаров

Рассмотрим линейную дифференциальную систему

�̇� = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ≥ 0, (1)

с кусочно-непрерывной и ограниченной матрицей коэффициентов 𝐴 такой, что
‖𝐴(𝑡)‖ ≤ 𝑀 < +∞ для всех 𝑡 ≥ 0 . Обозначим матрицу Коши системы (1) через 𝑋𝐴 , а
ее старший показатель через 𝜆𝑛(𝐴) .

Определение 1. Пусть 𝜏 – возрастающая последовательность 𝑡0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑠+1 ,
состоящая из 𝑠+ 2 вещественных чисел. Выражение

𝑃𝐴(𝜏) =
𝑠∏︁

𝑖=0

‖𝑋𝐴(𝑡𝑖+1, 𝑡𝑖)‖

будем называть нормированным разбиением матрицы Коши для системы (1).




