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Лемма 3. Для любого 𝑘 ∈ N справедливо неравенство
𝜋∫︁

0

ln | cos 𝜉𝑘(𝜇)| 𝑑𝜇 ≥ −25𝑘 − 2𝜋 ln(1 + 𝐶−1).

Теорема. Старший характеристический показатель 𝜆2(𝐴𝜇) системы (1𝜇) при
выполнении условий (2)–(4) положителен для всех 𝜇 из некоторого множества 𝐽
положительной меры Лебега.
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ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ВЕКТОРЫ НОРМИРОВАННЫХ
РАЗБИЕНИЙ МАТРИЦЫ КОШИ

Е.К. Макаров

Рассмотрим линейную дифференциальную систему

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ≥ 0, (1)

с кусочно-непрерывной и ограниченной матрицей коэффициентов 𝐴 такой, что
‖𝐴(𝑡)‖ ≤ 𝑀 < +∞ для всех 𝑡 ≥ 0 . Обозначим матрицу Коши системы (1) через 𝑋𝐴 , а
ее старший показатель через 𝜆𝑛(𝐴) .

Определение 1. Пусть 𝜏 – возрастающая последовательность 𝑡0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑠+1 ,
состоящая из 𝑠+ 2 вещественных чисел. Выражение

𝑃𝐴(𝜏) =
𝑠∏︁

𝑖=0

‖𝑋𝐴(𝑡𝑖+1, 𝑡𝑖)‖

будем называть нормированным разбиением матрицы Коши для системы (1).
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Нормированные разбиения широко распространены в теории показателей Ляпунова.
Формулы для вычисления центрального [1, с. 48]

Ω(𝐴) = lim
𝑇→+∞

lim
𝑚→∞

1

𝑚𝑇

𝑚∑︁
𝑘=1

ln ‖𝑋𝐴(𝑘𝑇, 𝑘𝑇 − 𝑇 )‖

и экспоненциального показателя [1, с. 57]

∇0(𝐴) = lim
𝜃→1+0

lim
𝑚→∞

1

𝜃𝑚

𝑚∑︁
𝑘=1

ln ‖𝑋𝐴(𝜃
𝑘, 𝜃𝑘−1)‖,

содержат выражения вида Ξ𝐴(𝜏) = ln𝑃𝐴(𝜏) при некоторых подходящих 𝜏 . Старший
сигма-показатель [1, с. 214] (показатель Изобова) системы (1), определяемый равенства-
ми ∇𝜎(𝐴) = lim

𝑚→∞
𝑚−1𝜉𝑚(𝜎), 𝜉𝑚(𝜎) = max

𝑖<𝑚
(ln ‖𝑋𝐴(𝑚, 𝑖)‖+𝜉𝑖(𝜎)−𝜎𝑖), 𝜉1 = 0, 𝑖 ∈ N, можно

представить [2] в эквивалентной форме

∇𝜎(𝐴) = lim
𝑚→∞

𝑚−1 max
𝜏∈D0(𝑚)

(Ξ𝐴(𝜏)− 𝜎‖𝜏‖i), (2)

где D0(𝑚) – множество всех возрастающих последовательностей 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < . . . <
< 𝑡𝑠+1 = 𝑚 целых чисел с не менее чем двумя членами и ‖𝜏‖i = 𝑡1 + . . . + 𝑡𝑠 .

Зафиксируем некоторый замкнутый выпуклый конус 𝐾 ⊂ R𝑛 такой, что 𝐾∩(−𝐾) =
{0} . Линейный функционал 𝜇 ∈ (R𝑛)* называется положительным на 𝐾 , если 𝜇(𝑥) ≥ 0
для всех 𝑥 ∈ 𝐾 . Сопряженный к 𝐾 конус, т.е. множество 𝐾+ всех положительных на
𝐾 линейных функционалов будем обозначать через 𝐾+ .

Определение 2. [3, с. 83] Пусть 𝑦 : 𝐾 → R𝑚 – произвольное отображение. Линейный
функционал 𝜆 ∈ (R𝑛)* называется характеристическим функционалом отображения 𝑦
относительно конуса 𝐾 , если для всех 𝜇 ∈ 𝐾+, 𝜇 ̸= 0 , выполнено неравенство

lim sup
‖𝑥‖→+∞

‖𝑥‖−1(𝜆𝑥+ 𝜇𝑥+ ln ‖𝑦(𝑥)‖) > 0

и при этом
lim sup
‖𝑥‖→+∞

‖𝑥‖−1(𝜆𝑥+ ln ‖𝑦(𝑥)‖) = 0.

Множество M[𝑦] всех характеристических функционалов отображения 𝑦 называется
его характеристическим множеством.

Определение 3. Модифицированным характеристическим показателем отображе-
ния 𝑦 называется функция 𝜓[𝑦] : 𝐾 ∖ {0} → R , задаваемая равенством 𝜓[𝑦](𝑥) :=
= lim

𝑡→+∞
𝑡−1 ln ‖𝑦(𝑡𝑥)‖.

Существует взаимосвязь между модифицированным характеристическими показате-
лями и характеристическими функционалами. В [4] было доказано, что если ln ‖𝑦‖ –
липшицева функция, то M[𝑦] = M[exp𝜓[𝑦]] .

Пусть 𝑡0 = 0 . Зафиксируем некоторое 𝑘 ∈ N и рассмотрим последовательности
0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑘+1 вещественных чисел с 𝑘 + 1 элементами как векторы (𝑡1, . . . , 𝑡𝑘+1) ∈
∈ R𝑘+1 . Полагая 𝐾 = {𝜏 = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑘+1) ∈ R𝑘+1 : 0 ≤ 𝑡1 < . . . ≤ 𝑡𝑘+1} , определим
множество M[𝑃𝐴] и функцию

Ψ𝐴(𝜏) = 𝜓[𝑃𝐴](𝜏) = lim
𝑡→+∞

1

𝑡
ln𝑃𝐴(𝑡𝜏)
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согласно определениям 2 и 3.
Предложение 1. Имеет место равенство M[𝑃𝐴] = M[expΨ𝐴] .
Предложение 2. Пусть 𝜆 ∈ M[Ψ𝐴] . Если для некоторой последовательности век-

торов 𝜏𝑗 ∈ 𝐾 такой, что ‖𝜏𝑗‖ → ∞ и 𝜏𝑗‖𝜏𝑗‖−1 → 𝜉0 ∈ 𝐾 при 𝑗 → ∞ , имеем
равенство

lim
𝑗→∞

‖𝜏𝑗‖−1(𝜆𝜏𝑗 + ln𝑃𝐴(𝜏𝑗)) = 0,

то 𝜆𝜉0 +Ψ𝐴(𝜉
0) = 0 и 𝜆𝜉 +Ψ𝐴(𝜉) ≥ 0 для всех 𝜉 ∈ 𝐾 .

Мы не можем использовать эти результаты для вычисления ∇𝜎(𝐴) , так как длина
последовательности 𝜏 в (2) может неограниченно возрастать с увеличением 𝑚 . Одна-
ко мы можем применить предложения 1 и 2 для получения некоторой информации о
конечно-точечных приближениях ∇𝜎(𝐴) . Пусть D𝑘

0(𝑚) – подмножество D0(𝑚) , содер-
жащее последовательности с не более чем 𝑘 элементами.

Определение 4. Число ∇𝑘
𝜎(𝐴) = lim

𝑚→∞
𝑚−1 max

𝜏∈D𝑘
0(𝑚)

(Ξ𝐴(𝜏) − 𝜎‖𝜏‖i). будем называть

𝑘 -точечным приближением для ∇𝜎(𝐴) .
Предложение 3. Если (𝜎, 𝜇) ∈ R2 является крайней точкой надграфика ∇𝑘

𝜎(𝐴) ,
то вектор (−𝜎, . . . ,−𝜎,−𝜇) ∈ (R𝑘+1)* является характеристическим вектором для
𝑃𝐴 .

Следствие. Если (𝜎, 𝜇) ∈ R2 является экстремальной точкой для надграфика
∇𝑘

𝜎(𝐴) , то

𝜎
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜉𝑖 + 𝜇𝜉𝑘+1 ≤ Ψ𝐴(𝜉)

для всех 𝜉 ∈ 𝐾 и существует некоторое 𝜉0 ∈ 𝐾 такое, что

𝜎
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜉0𝑖 + 𝜇𝜉0𝑘+1 = Ψ𝐴(𝜉
0).
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ОБ ОТКРЫТОСТИ ПОЛНОГО СПЕКТРА ПОКАЗАТЕЛЕЙ ЛЯПУНОВА
ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ С ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ

С.Н. Попова, М.В. Федорова

Рассмотрим линейную систему с дискретным временем

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘), 𝑘 ∈ Z, 𝑥 ∈ R𝑛, (1)

с вполне ограниченной [1] на Z матрицей коэффициентов 𝐴(·) . Полный спектр показа-
телей Ляпунова системы (1) обозначим через 𝜆(𝐴) =

(︀
𝜆1(𝐴), . . . , 𝜆𝑛(𝐴)

)︀
. Всюду считаем,




