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3) существует бесконечно много изохронных сечений в особой точке 𝑂(0, 0) систе-
мы (1) , определяемых, вообще говоря, в неявном виде соотношением

𝑦 cos 𝜃 = 𝑥 sin 𝜃 + 𝛼(𝑥, 𝑦) sin 𝜃 − 𝛽(𝑥, 𝑦) cos 𝜃, где 𝜃 ∈ [0, 2𝜋).
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ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ РИККАТИ С
ЛИНЕЙНОЙ ОТРАЖАЮЩЕЙ ФУНКЦИЕЙ

М.С. Белокурский

Метод отражающей функции Мироненко является современным инструментом, ко-
торый успешно применяется для качественного исследования дифференциальных урав-
нений. Разработаны методы, позволяющие строить отражающую функцию даже для
тех уравнений, которые не интегрируются в квадратурах. К таким дифференциальным
уравнениям относится и уравнение Риккати, которое, как известно, в общем случае не
интегрируется в квадратурах. Интерес к уравнениям Риккати вызван тем, что их реше-
ния играют важную роль в различных областях физики, а также для некоторых задач
оптимального управления.

Если уравнение Риккати имеет линейную отражающую функцию, то, согласно [1],
старший коэффициент уравнения равен 𝑏(𝑡)𝑒𝛽(𝑡) , где 𝑏(𝑡), 𝛽(𝑡) – нечетные непрерывно
дифференцируемые функции. При этом мы полагаем, что 𝑏(𝑡) может обращаться в нуль
только в изолированных точках. Поэтому будем рассматривать уравнение Риккати вида

𝑥̇ = 𝑏(𝑡)𝑒𝛽(𝑡)𝑥2 +𝐵(𝑡)𝑥+ 𝐶(𝑡), 𝑡 ∈ R, (1)

где 𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡) – непрерывно дифференцируемые функции. Наряду с уравнением Рик-
кати рассмотрим линейную по фазовой переменной x функцию

𝐹 (𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡)𝑥, 𝑡 ∈ R, (2)

где 𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡) – дифференцируемые функции. Найдем условия на коэффициенты 𝐵(𝑡) ,
𝐶(𝑡) , необходимые и достаточные для того, чтобы уравнения Риккати (1) имело линей-
ную отражающую функцию вида (2).

Теорема 1. Пусть коэффициенты уравнения (2) непрерывно дифференцируемы на
R . Для того чтобы уравнение Риккати (2) имело линейную по фазовой переменной
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отражающую функцию, определенную на всей числовой прямой, необходимо и доста-
точно, чтобы выполнялись условия:

1. функция 𝑒𝛽(𝑡)

2𝑏(𝑡)

(︁
2𝛽̇(𝑡) +𝐵(𝑡) +𝐵(−𝑡)

)︁
доопределяется до дифференцируемой на R

функции 𝑓(𝑡) , которая обращается в нуль при 𝑡 = 0 ;
2. имеют место равенства(︁

2𝛽̇(𝑡) +𝐵(𝑡) +𝐵(−𝑡)
)︁(︁

−2𝑏̇(𝑡)
𝑏(𝑡)

+𝐵(−𝑡)−𝐵(𝑡)
)︁
+ 2

(︁
2𝛽(𝑡) + 𝐵̇(𝑡)− 𝐵̇(−𝑡)

)︁
+

+4𝑏(𝑡)
(︀
𝑒𝛽(𝑡)𝐶(𝑡) + 𝑒−𝛽(𝑡)𝐶(−𝑡)

)︀
= 0, 𝑡 ∈ R,

и
𝛽̇(0) +𝐵(0) = 0.

Тогда линейная отражающая функция (2) имеет вид

𝐹 (𝑡, 𝑥) =
𝑒𝛽(𝑡)

2𝑏(𝑡)

(︁
2𝛽̇(𝑡) +𝐵(𝑡) +𝐵(−𝑡)

)︁
+ 𝑒2𝛽(𝑡)𝑥.

Под периодом определенной на всей числовой оси функции 𝑎(𝑡) будем понимать такое
действительное число 𝑇 > 0 , что для всех значений переменной выполняется равенство
𝑎(𝑡+ 𝑇 ) = 𝑎(𝑡) .

Теорема 2. Пусть коэффициенты 𝑏(𝑡), 𝛽(𝑡), 𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡) уравнения Риккати (1)
непрерывно дифференцируемы на R и являются 2𝜔 -периодическими. Если отражаю-
щая функция уравнения (1) линейная, то все его решения будут 2𝜔 -периодическими.

В качестве примера можно рассмотреть уравнение

𝑥̇ = 𝑥2 sin 𝑡+ 𝑥
(︀
𝑒cos 𝑡 sin 2𝑡+ sin 𝑡 sin 3𝑡

)︀
+

sin 4𝑡

1 + cos2 3𝑡
+

1

2
𝑒cos 𝑡 sin 2𝑡 sin 3𝑡− 3

2
cos 3𝑡,

коэффициенты которого являются 2𝜋 -периодическими, а отражающая функция явля-
ется линейной и имеет вид 𝐹 (𝑡, 𝑥) = 𝑥 + sin 3𝑡 . Отметим, что основным периодом от-
ражающей функции является число 2𝜋

3
, однако число 2𝜋 также является ее периодом.

Поэтому по теореме 2 все решения этого уравнения будут 2𝜋 -периодическими.
Доказательства приведенных выше теорем можно найти в [2].
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