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К РЕГУЛЯРИЗАЦИИ МНОГОТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
УРАВНЕНИЯ ЛЯПУНОВА В СЛУЧАЕ СЛАБОГО ВЫРОЖДЕНИЯ

КРАЕВЫХ УСЛОВИЙ

А.Н. Бондарев

Для матричного дифференциального уравнения Ляпунова типа [1]

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑋 + 𝐶1(𝑡)𝑋𝐶2(𝑡) +𝐵1(𝑡)𝑋𝐵2(𝑡) + 𝐹 (𝑡) ≡ 𝐺(𝑡,𝑋) (1)

изучается краевая задача с условием

𝑘∑︁
𝑠=1

𝑀𝑠𝑋(𝑡𝑠) = 0, 0 = 𝑡1 < 𝑡2 < . . . < 𝑡𝑘 = 𝜔, (2)

где (𝑡,𝑋) ∈ 𝐼×R𝑛×𝑚 , 𝐴 , 𝐵1 , 𝐵2 , 𝐶1 , 𝐶2 , 𝐹 – непрерывные по 𝑡 ∈ 𝐼 матрицы-функции
соответствующих размерностей, 𝑀𝑠 – заданные постоянные (𝑛× 𝑛) -
матрицы, 𝐼 = [0, 𝜔] .

На основе применения конструктивного метода регуляризации [2] эта задача иссле-
дуется в банаховом пространстве 𝐶(𝐼,R𝑛×𝑚) непрерывных матриц-функций с нормой
‖𝑋‖𝐶 = max

𝑡∈𝐼
‖𝑋(𝑡)‖ , где ‖ · ‖ – определенная норма матриц, например любая из норм,

приведённых в [3, с. 21]. Данная работа является развитием [1] и обобщением [4, 5].
Исследуется случай слабого вырождения краевых условий [1]

𝑖∑︁
𝑠=1

𝑀𝑠 = 0, (3)

где число 𝑖 фиксировано и может принимать любое значение от 2 до 𝑘 .
Обозначения:

Φ =
𝑖−1∑︀
𝑗=1

𝑀𝑗

𝑡𝑖∫︀
𝑡𝑗

𝐴(𝜏)𝑑𝜏 −
𝑘∑︀

𝑟=𝑖+1

𝑀𝑟 , 𝛾 = ‖Φ−1‖ , 𝛼 = max
𝑡∈𝐼

‖𝐴(𝑡)‖ , ℎ = max
𝑡∈𝐼

‖𝐹 (𝑡)‖ ,

𝛽𝑙 = max
𝑡∈𝐼

‖𝐵𝑙(𝑡)‖ , 𝛿𝑙 = max
𝑡∈𝐼

‖𝐶𝑙(𝑡)‖ (𝑙 = 1, 2) , 𝑚𝑠 = ‖𝑀𝑠‖ (𝑠 = 1, 𝑘) ,

�̃�1 =
𝑖−1∑︀
𝑗=1

𝑚𝑗 , �̃�2 =
𝑘∑︀

𝑟=𝑖+1

𝑚𝑟 , 𝜀 = 𝛼 + 𝛿1𝛿2 + 𝛽1𝛽2 ,

𝑞 = 𝛾
𝑖−1∑︀
𝑗=1

𝑚𝑗

{︂
1

2
𝛼𝜀[(𝑡𝑗 − 𝑡1)

2 + (𝑡𝑘 − 𝑡𝑗)
2] + (𝜀− 𝛼)(𝑡𝑖 − 𝑡𝑗)

}︂
+

+
1

2
𝛾𝜀�̃�1[(𝑡𝑖 − 𝑡1)

2 + (𝑡𝑘 − 𝑡𝑖)
2] + 𝛾𝜀�̃�2(𝑡𝑘 − 𝑡1) ,

𝑁 = 𝛾ℎ

{︃
𝑖−1∑︀
𝑗=1

1

2
𝛼𝑚𝑗[(𝑡𝑗 − 𝑡1)

2 + (𝑡𝑘 − 𝑡𝑗)
2 + (𝑡𝑖 − 𝑡𝑗)]+

+
1

2
𝛼�̃�1[(𝑡𝑖 − 𝑡1)

2 + (𝑡𝑘 − 𝑡𝑖)
2] + �̃�2(𝑡𝑘 − 𝑡1)

}︂
.

Теорема. Пусть выполнено условие (3) , а также detΦ ̸= 0 , 𝑞 < 1 . Тогда задача
(1) , (2) однозначно разрешима, при этом для её решения 𝑋 = 𝑋(𝑡) справедлива оценка

‖𝑋‖𝐶 ⩽
𝑁

1− 𝑞
. (4)
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С помощью методики, используемой в [1], сначала получено матричное интегральное
уравнение, эквивалентное задаче (1) , (2) ,

𝑋(𝑡) = Φ−1

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑀𝑗

⎡⎢⎣ 𝑡∫︁
𝑡𝑗

⎛⎜⎝ 𝜏∫︁
𝑡𝑗

𝐴(𝜎)𝑑𝜎

⎞⎟⎠𝐺(𝜏,𝑋(𝜏))𝑑𝜏 −
𝑡𝑖∫︁
𝑡

⎛⎝ 𝑡𝑖∫︁
𝜏

𝐴(𝜎)𝑑𝜎

⎞⎠𝐺(𝜏,𝑋(𝜏))𝑑𝜏−

−
𝑡𝑖∫︁

𝑡𝑗

(𝐺(𝜏,𝑋(𝜏))− 𝐴(𝜏)𝑋(𝜏))𝑑𝜏

⎤⎥⎦−
𝑘∑︁

𝑟=𝑖+1

𝑀𝑟

𝑡∫︁
𝑡𝑟

𝐺(𝜏,𝑋(𝜏))𝑑𝜏

⎫⎪⎬⎪⎭ . (5)

Для изучения разрешимости уравнения (5) используется принцип сжимающих отоб-
ражений (см., например, [6, с. 605]). Согласно этому принципу, на основании условий
теоремы, решение уравнения (5) существует и единственно в пространстве 𝐶(𝐼,R𝑛×𝑚) .
Для получения соотношения (4) выполнены оценки по норме в уравнении (5) .

Решение уравнения (5) строится классическим методом последовательных прибли-
жений типа [6, с. 605]. Соответствующий алгоритм имеет вид

𝑋𝑝(𝑡) = Φ−1

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑀𝑗

⎡⎢⎣ 𝑡∫︁
𝑡𝑗

⎛⎜⎝ 𝜏∫︁
𝑡𝑗

𝐴(𝜎)𝑑𝜎

⎞⎟⎠𝐺(𝜏,𝑋𝑝−1(𝜏))𝑑𝜏−

−
𝑡𝑖∫︁
𝑡

⎛⎝ 𝑡𝑖∫︁
𝜏

𝐴(𝜎)𝑑𝜎

⎞⎠𝐺(𝜏,𝑋𝑝−1(𝜏))𝑑𝜏−

−
𝑡𝑖∫︁

𝑡𝑗

(𝐺(𝜏,𝑋𝑝−1(𝜏))− 𝐴(𝜏)𝑋𝑝−1(𝜏))𝑑𝜏

⎤⎥⎦−
𝑘∑︁

𝑟=𝑖+1

𝑀𝑟

𝑡∫︁
𝑡𝑟

𝐺(𝜏,𝑋𝑝−1(𝜏))𝑑𝜏

⎫⎪⎬⎪⎭ , 𝑝 = 1, 2, . . . ,

(6)
где 𝑋0 – произвольная функция класса 𝐶(𝐼,R𝑛×𝑚) .

Доказано, что последовательность {𝑋𝑟}∞0 , определяемая алгоритмом (6) , сходится
равномерно по 𝑡 ∈ 𝐼 к решению интегрального уравнения (5) , при этом справедлива
оценка

‖𝑋 −𝑋𝑟‖𝐶 ⩽
𝑞𝑟

1− 𝑞
‖𝑋1 −𝑋0‖𝐶 , 𝑟 = 0, 1, 2, . . .

Оценка области локализации решения 𝑋(𝑡) , определяемая на основе алгоритма (6) ,
имеет вид

‖𝑋‖𝐶 ⩽ ‖𝑋0‖𝐶 +
‖𝑋1 −𝑋0‖𝐶

1− 𝑞
. (7)

Из (7) при 𝑋0 ≡ 0 получено соотношение, из которого следует оценка (4) .
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АСИМПТОТИКА СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ В НЕЛИНЕЙНОЙ
КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ

Е.З. Боревич

Рассматривается следующая краевая задача{︂
𝐸 ′′ + 𝐸 ′𝐸 = 𝑓𝐻(𝐸,𝐸0), 0 < 𝑥 < 1,

𝐸(0) = 𝐸(1) = 𝐸0, 𝐸0 > 0,
(1)

где 𝑓 – положительная константа, 𝐻(𝐸,𝐸0) = 𝐺(𝐸)−𝐺(𝐸0) , а функция 𝐺(𝐸) класса
𝐶2 удовлетворяет условиям:

1) функция 𝐺(𝐸) при 𝐸 > 0 имеет ровно две точки экстремума: 𝐸1 – локальный
максимум, 𝐸2 – локальный минимум, причем 𝐸1 < 𝐸2 и 𝐺(0) ≤ 𝐺(𝐸2) ;

2) 𝐺′(𝐸) > 0 при 𝐸 ∈ [0, 𝐸1) ∪ (𝐸2,+∞), 𝐺′(𝐸) < 0 при 𝐸 ∈ (𝐸1, 𝐸2) .
Утверждение 1. 1) если 𝐸1 < 𝐸0 < 𝐸2 , то уравнение 𝐻(𝐸,𝐸0) = 0 имеет ровно три

положительных решения 0 < 𝐸1(𝐸0) < 𝐸0 < 𝐸2(𝐸0) , причем 𝐻 ′
𝐸(𝐸𝑖(𝐸0), 𝐸0) > 0, 𝑖 =

= 1, 2 ;
2) существует единственное 𝐸*

0 такое, что

𝐸∫︁
𝐸1(𝐸*

0 )

𝐻(𝑠, 𝐸*
0)𝑑𝑠

{︂
>0 𝑖𝑓 𝐸 ∈ (𝐸1(𝐸

*
0), 𝐸2(𝐸

*
0)),

= 0 𝑖𝑓 𝐸 = 𝐸2(𝐸*
0).

Утверждение 2. Если 0 < 𝐸0 ≤ 𝐸1 или 𝐸0 ≥ 𝐸2 , то задача (1) имеет только триви-
альное решение 𝐸(𝑥) = 𝐸0 . Если 𝐸0 ∈ (𝐸1, 𝐸2) , то задача (1) имеет бифуркационные
решения при любом 𝑓 > 𝑓𝑘 , где 𝑓𝑘 = −𝐻 ′(𝐸0)

−1(𝐸2
0/4 + 𝜋2𝑘2) , 𝑘 = 1, 2, ... [1].

Представляет интерес асимптотическое поведение бифуркационных решений при
больших значениях параметра 𝑓 . Запишем задачу (1) в виде{︂

𝜀𝐸 ′′ + 𝜀𝐸 ′𝐸 = 𝐻(𝐸,𝐸0),

𝐸(0) = 𝐸(1) = 𝐸0,
(2)

где 𝜀 = 𝑓−1 .
Решения 𝐸𝜈

𝑘 (𝑥, 𝜀) , 𝜈 = +,− задачи (2), определенные при 0 < 𝜀 < 𝜀𝑘 , где 𝜀𝑘 = 𝑓−1
𝑘

будем называть собственными функциями задачи (2).
Теорема 1. 1) Пусть 𝐸0 ∈ (𝐸1, 𝐸

*
0) . Тогда краевая задача (2) имеет семейство решений

𝐸−
1 , 𝐸±

𝑘 , 𝑘 = 2, 3, ... , определенных для достаточно малых 𝜀 и таких, что
lim𝜀→0+0𝐸

−
1 = 𝐸1(𝐸0) равномерно на каждом компакте из (0, 1) ,

lim𝜀→0+0𝐸
±
𝑘 = 𝐸1(𝐸0) почти всюду на интервале (0, 1) ;




