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АСИМПТОТИКА СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ В НЕЛИНЕЙНОЙ
КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ

Е.З. Боревич

Рассматривается следующая краевая задача{︂
𝐸 ′′ + 𝐸 ′𝐸 = 𝑓𝐻(𝐸,𝐸0), 0 < 𝑥 < 1,

𝐸(0) = 𝐸(1) = 𝐸0, 𝐸0 > 0,
(1)

где 𝑓 – положительная константа, 𝐻(𝐸,𝐸0) = 𝐺(𝐸)−𝐺(𝐸0) , а функция 𝐺(𝐸) класса
𝐶2 удовлетворяет условиям:

1) функция 𝐺(𝐸) при 𝐸 > 0 имеет ровно две точки экстремума: 𝐸1 – локальный
максимум, 𝐸2 – локальный минимум, причем 𝐸1 < 𝐸2 и 𝐺(0) ≤ 𝐺(𝐸2) ;

2) 𝐺′(𝐸) > 0 при 𝐸 ∈ [0, 𝐸1) ∪ (𝐸2,+∞), 𝐺′(𝐸) < 0 при 𝐸 ∈ (𝐸1, 𝐸2) .
Утверждение 1. 1) если 𝐸1 < 𝐸0 < 𝐸2 , то уравнение 𝐻(𝐸,𝐸0) = 0 имеет ровно три

положительных решения 0 < 𝐸1(𝐸0) < 𝐸0 < 𝐸2(𝐸0) , причем 𝐻 ′
𝐸(𝐸𝑖(𝐸0), 𝐸0) > 0, 𝑖 =

= 1, 2 ;
2) существует единственное 𝐸*

0 такое, что

𝐸∫︁
𝐸1(𝐸*

0 )

𝐻(𝑠, 𝐸*
0)𝑑𝑠

{︂
>0 𝑖𝑓 𝐸 ∈ (𝐸1(𝐸

*
0), 𝐸2(𝐸

*
0)),

= 0 𝑖𝑓 𝐸 = 𝐸2(𝐸*
0).

Утверждение 2. Если 0 < 𝐸0 ≤ 𝐸1 или 𝐸0 ≥ 𝐸2 , то задача (1) имеет только триви-
альное решение 𝐸(𝑥) = 𝐸0 . Если 𝐸0 ∈ (𝐸1, 𝐸2) , то задача (1) имеет бифуркационные
решения при любом 𝑓 > 𝑓𝑘 , где 𝑓𝑘 = −𝐻 ′(𝐸0)

−1(𝐸2
0/4 + 𝜋2𝑘2) , 𝑘 = 1, 2, ... [1].

Представляет интерес асимптотическое поведение бифуркационных решений при
больших значениях параметра 𝑓 . Запишем задачу (1) в виде{︂

𝜀𝐸 ′′ + 𝜀𝐸 ′𝐸 = 𝐻(𝐸,𝐸0),

𝐸(0) = 𝐸(1) = 𝐸0,
(2)

где 𝜀 = 𝑓−1 .
Решения 𝐸𝜈

𝑘 (𝑥, 𝜀) , 𝜈 = +,− задачи (2), определенные при 0 < 𝜀 < 𝜀𝑘 , где 𝜀𝑘 = 𝑓−1
𝑘

будем называть собственными функциями задачи (2).
Теорема 1. 1) Пусть 𝐸0 ∈ (𝐸1, 𝐸

*
0) . Тогда краевая задача (2) имеет семейство решений

𝐸−
1 , 𝐸±

𝑘 , 𝑘 = 2, 3, ... , определенных для достаточно малых 𝜀 и таких, что
lim𝜀→0+0𝐸

−
1 = 𝐸1(𝐸0) равномерно на каждом компакте из (0, 1) ,

lim𝜀→0+0𝐸
±
𝑘 = 𝐸1(𝐸0) почти всюду на интервале (0, 1) ;
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2) Пусть 𝐸0 ∈ (𝐸*
0 , 𝐸2) . Тогда краевая задача (2) имеет семейство решений 𝐸+

1 , 𝐸±
𝑘 ,

𝑘 = 2, 3, ... , определенных для достаточно малых 𝜀 и таких, что
lim𝜀→0+0𝐸

+
1 = 𝐸2(𝐸0) равномерно на каждом компакте (0, 1) ,

lim𝜀→0+0𝐸
±
𝑘 = 𝐸2(𝐸0) почти всюду на интервале (0, 1) .

Асимптотика собственных функций задачи (2) резко меняется, если 𝐸0 = 𝐸*
0 . В этом

случае семейства решений обладают переходными точками [2].
Теорема 2. Пусть 𝐸0 = 𝐸*

0 . Тогда краевая задача (2) имеет семейство решений 𝐸±
𝑘 ,

𝑘 = 1, 2, ... , определенных для достаточно малых 𝜀 и таких, что каждое семейство 𝐸±
𝑘

имеет на интервале (0, 1) ровно 𝑘 переходных точек.
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ОПИСАНИЕ ПОЛУАЛГЕБРАИЧЕСКОГО МНОЖЕСТВА ЦЕНТРОВ В
ПРОСТРАНСТВЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ

СИСТЕМЫ ЛЬЕНАРА

В.Т. Борухов, О.М. Кветко

Рассмотрим полиномиальную систему Льенара

𝑥̇(𝑡) = 𝑦 − 𝐹 (𝑥), 𝑦̇(𝑡) = −𝑔(𝑥), 𝑡 ∈ R, 𝑥, 𝑦 ∈ R, (1)

где 𝐹 (𝑥) , 𝑔(𝑥) – вещественные полиномы,

𝐹 (𝑥) = 𝑓𝑛𝑥
𝑛 + ...+ 𝑓𝑛′𝑥𝑛

′
(𝑛′ ≤ 𝑛, 𝑛′ ⩾ 1),

𝐺(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑔(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑔𝑚𝑥
𝑚 + ...𝑔𝑚′𝑥𝑚

′
(𝑚′ ≤ 𝑚, 𝑚′ ⩾ 2).

Здесь 𝑛 = 𝑑𝑒𝑔𝐹 и 𝑚 = 𝑑𝑒𝑔𝐺 — верхние степени полиномов 𝐹 и 𝐺 соответственно,
𝑛′ = 𝑑𝑒𝑔𝐹 и 𝑚′ = 𝑑𝑒𝑔𝐺 — их нижние степени. Из определения степеней следуют нера-
венства 𝑓𝑛 ̸= 0 , 𝑓𝑛′ ̸= 0 , 𝑔𝑛 ̸= 0 , 𝑔𝑛′ ̸= 0 , 𝑛 ≥ 𝑛′ ≥ 1 , 𝑚 ≥ 𝑚′ ≥ 2 . Предполагается
также, что особая точка (0,0) системы (1) удовлетворяет условиям монодромности

𝑚′ ∈ 2Z+ = (2, 4, . . . ), 𝑛′ ≥ 𝑚′

2
, 8𝑔𝑚′ > 𝑓 2

𝑚′

2

.

Согласно [1,2] существование композиции вида

𝐹 = 𝐵(𝐴), 𝐺 = 𝐶(𝐴), 𝑑𝑒𝑔𝐴 ∈ 2Z+, (2)

где 𝐴 , 𝐵 , 𝐶 — вещественные полиномы, является необходимым и достаточным усло-
вием центра для системы (1) в особой точке (0,0).




