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2) Пусть 𝐸0 ∈ (𝐸*
0 , 𝐸2) . Тогда краевая задача (2) имеет семейство решений 𝐸+

1 , 𝐸±
𝑘 ,

𝑘 = 2, 3, ... , определенных для достаточно малых 𝜀 и таких, что
lim𝜀→0+0𝐸

+
1 = 𝐸2(𝐸0) равномерно на каждом компакте (0, 1) ,

lim𝜀→0+0𝐸
±
𝑘 = 𝐸2(𝐸0) почти всюду на интервале (0, 1) .

Асимптотика собственных функций задачи (2) резко меняется, если 𝐸0 = 𝐸*
0 . В этом

случае семейства решений обладают переходными точками [2].
Теорема 2. Пусть 𝐸0 = 𝐸*

0 . Тогда краевая задача (2) имеет семейство решений 𝐸±
𝑘 ,

𝑘 = 1, 2, ... , определенных для достаточно малых 𝜀 и таких, что каждое семейство 𝐸±
𝑘

имеет на интервале (0, 1) ровно 𝑘 переходных точек.
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ОПИСАНИЕ ПОЛУАЛГЕБРАИЧЕСКОГО МНОЖЕСТВА ЦЕНТРОВ В
ПРОСТРАНСТВЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ

СИСТЕМЫ ЛЬЕНАРА

В.Т. Борухов, О.М. Кветко

Рассмотрим полиномиальную систему Льенара

𝑥̇(𝑡) = 𝑦 − 𝐹 (𝑥), 𝑦̇(𝑡) = −𝑔(𝑥), 𝑡 ∈ R, 𝑥, 𝑦 ∈ R, (1)

где 𝐹 (𝑥) , 𝑔(𝑥) – вещественные полиномы,

𝐹 (𝑥) = 𝑓𝑛𝑥
𝑛 + ...+ 𝑓𝑛′𝑥𝑛

′
(𝑛′ ≤ 𝑛, 𝑛′ ⩾ 1),

𝐺(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑔(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑔𝑚𝑥
𝑚 + ...𝑔𝑚′𝑥𝑚

′
(𝑚′ ≤ 𝑚, 𝑚′ ⩾ 2).

Здесь 𝑛 = 𝑑𝑒𝑔𝐹 и 𝑚 = 𝑑𝑒𝑔𝐺 — верхние степени полиномов 𝐹 и 𝐺 соответственно,
𝑛′ = 𝑑𝑒𝑔𝐹 и 𝑚′ = 𝑑𝑒𝑔𝐺 — их нижние степени. Из определения степеней следуют нера-
венства 𝑓𝑛 ̸= 0 , 𝑓𝑛′ ̸= 0 , 𝑔𝑛 ̸= 0 , 𝑔𝑛′ ̸= 0 , 𝑛 ≥ 𝑛′ ≥ 1 , 𝑚 ≥ 𝑚′ ≥ 2 . Предполагается
также, что особая точка (0,0) системы (1) удовлетворяет условиям монодромности

𝑚′ ∈ 2Z+ = (2, 4, . . . ), 𝑛′ ≥ 𝑚′

2
, 8𝑔𝑚′ > 𝑓 2

𝑚′

2

.

Согласно [1,2] существование композиции вида

𝐹 = 𝐵(𝐴), 𝐺 = 𝐶(𝐴), 𝑑𝑒𝑔𝐴 ∈ 2Z+, (2)

где 𝐴 , 𝐵 , 𝐶 — вещественные полиномы, является необходимым и достаточным усло-
вием центра для системы (1) в особой точке (0,0).
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Соотношения (2) можно интерпретировать как параметрическое представление цен-
тров в пространстве пар полиномов (𝐹,𝐺) . С целью описания прямых непараметриче-
ских условий центра в работе [3] рассматривалась задача исключения полиномов

𝐴(𝑥) = 𝑎𝑘𝑥
𝑘 + ...+ 𝑎𝑘′𝑥

𝑘′ , 𝐵(𝑥) = 𝑏𝑙𝑥
𝑙 + ...+ 𝑏𝑙′𝑥

𝑙′ , 𝐶(𝑥) = 𝑐𝑠𝑥
𝑠 + ...+ 𝑐𝑠′𝑥

𝑠′

из условий (2).
Несколько модифицируя подход из [3], перейдём к проективным координатам

𝑓 = (𝑓𝑛, 𝑓𝑛−1, ..., 𝑓𝑛′), 𝑔 = (𝑔𝑚, 𝑔𝑚−1, ..., 𝑔𝑚′)

для полиномов 𝐹 , 𝐺 . Здесь 𝑓𝑛 = 1 , 𝑓𝑖 =
𝑓𝑖
𝑓𝑛

, 𝑖 ∈ {𝑛 − 1, ..., 𝑛′} , 𝑔𝑚 = 1 , 𝑔𝑖 =
𝑔𝑚
𝑔𝑖

,

𝑖 ∈ {𝑚− 1, ...,𝑚′} .
Следуя [3], определим множество 𝑃 (𝑛, 𝑛′,𝑚,𝑚′) = {(𝑘, 𝑘′) : 𝑘′ ∈ 2Z+, 𝑘 ≥ 𝑘′,

𝑘|(𝑛,𝑚), 𝑘′|(𝑛′,𝑚′),
𝑛

𝑘
≥ 𝑛′

𝑘′
,
𝑚

𝑘
≥ 𝑚′

𝑘′
}, где условие 𝑘|(𝑛,𝑚) означает, что 𝑘 > 1 и 𝑘

делит 𝑛 и 𝑚 . Отметим, что, если 𝑃 (𝑛, 𝑛′,𝑚,𝑚′) — пустое множество, то монодромная
особая точка (0,0) системы (1) является фокусом.

Пусть 𝑎𝑘 = 1 , тогда в [3] доказывается, что коэффициенты полиномов 𝐵(𝐴) =
= 𝜙𝐵

𝑘𝑙(𝑎, 𝑏)𝑥
𝑘𝑙 + ... + 𝜙𝐵

𝑘′𝑙′(𝑎, 𝑏)𝑥
𝑘′𝑙′ , 𝐶(𝐴) = 𝜙𝐶

𝑘𝑠(𝑎, 𝑐)𝑥
𝑘𝑠 + ... + 𝜙𝐶

𝑘′𝑠′(𝑎, 𝑐)𝑥
𝑘′𝑠′ имеют вид

𝜙𝐵
𝑘𝑙(𝑎, 𝑏) = 𝑏𝑙 ,
𝜙𝐵
𝑘𝑙−1(𝑎, 𝑏) = 𝑙𝑏𝑙𝑎𝑘−1, 𝜙

𝐵
𝑘𝑙−𝑖(𝑎, 𝑏) = 𝑙𝑏𝑙𝑎𝑘−𝑖 + 𝜙𝐵

𝑘𝑙−𝑖(𝑏𝑙, 𝑎𝑘−1, ..., 𝑎𝑘−𝑖+1)∀𝑖 ∈ {2, ..., 𝑘 − 𝑘′} ,
𝜙𝐵
𝑘(𝑙−𝑗)(𝑎, 𝑏) = 𝑏𝑙−𝑗 + 𝜙𝐵

𝑘(𝑙−𝑗)(𝑏𝑙, ..., 𝑏𝑙−𝑗+1, 𝑎)∀𝑗 ∈ {1, ..., 𝑙 − 𝑙′} ,
𝜙𝐶
𝑘𝑠(𝑎, 𝑐) = 𝑐𝑠, 𝜙

𝐶
𝑘𝑠−1(𝑎, 𝑐) = 𝑠𝑐𝑠𝑎𝑘−1, 𝜙

𝐶
𝑘𝑠−𝑖(𝑎, 𝑐) = 𝑠𝑐𝑠𝑎𝑘−𝑖 + 𝜙𝐶

𝑘𝑠−𝑖(𝑐𝑠, 𝑎𝑘−1, ..., 𝑎𝑘−𝑖+1)
∀𝑖 ∈ {2, ..., 𝑘 − 𝑘′} ,
𝜙𝐶
𝑘(𝑠−𝑗)(𝑎, 𝑐) = 𝑐𝑠−𝑗 + 𝜙𝐶

𝑘(𝑠−𝑗)(𝑐𝑠, ..., 𝑐𝑠−𝑗+1, 𝑎)∀𝑗 ∈ {1, ..., 𝑠− 𝑠′} .
Теорема. Для наличия центра в монодромной особой точке (0,0) системы Льенара

(1) необходимо и достаточно существования пары (𝑘, 𝑘′) ∈ 𝑃 (𝑛, 𝑛′,𝑚,𝑚′) , для которой
выполняются условия

𝜙𝐵
𝑘𝑙−𝑖(𝛼𝐹 (𝑓), 𝛽𝐹 (𝑓)) = 𝑓𝑛−𝑖, ∀𝑖 ∈ {𝑘 − 𝑘′ + 1, ..., 𝑛− 𝑛′}∖{𝑘, 2𝑘, ..., 𝑘𝑙′}, (3)

𝜙𝐶
𝑘𝑠−𝑖(𝛼𝐺(𝑔), 𝛽𝐺(𝑔)) = 𝑔𝑚−𝑖 ∀𝑖 ∈ {𝑘 − 𝑘′ + 1, ...,𝑚−𝑚′}∖{𝑘, 2𝑘, ..., 𝑘𝑠′}, (4)

𝛼𝐹 (𝑓) = 𝛼𝐺(𝑔), (5)

где компоненты вектора 𝑎 = 𝛼𝐹 (𝑓) определяются рекурсией

𝑎𝑘 = 1, 𝑎𝑘−𝑖 =
𝑘𝑛−𝑖

𝑛
𝑓 − 𝜙𝐵

𝑘𝑙−𝑖(𝑓𝑛, 𝑎𝑘, 𝑎𝑘−1, ..., 𝑎𝑘−𝑖+1)∀𝑖 ∈ {1, ..., 𝑘 − 𝑘′},

компоненты вектора 𝑎 = 𝛼𝐺(𝑔) определяются рекурсией

𝑎𝑘 = 1, 𝑎𝑘−𝑖 =
𝑘

𝑚
𝑔𝑚−𝑖 − 𝜙𝐶

𝑘𝑠−𝑖(𝑔𝑚, 𝑎𝑘, 𝑎𝑘−1, ..., 𝑎𝑘−𝑖+1)∀𝑖 ∈ {1, ..., 𝑘 − 𝑘′},

компоненты вектора 𝑏 = 𝛽𝐹 (𝑓) определяются рекурсией

𝑏𝑙 = 𝑓𝑛 = 1, 𝑏𝑙−𝑗 = 𝑓𝑛−𝑘𝑗 − 𝜙𝐵
𝑘(𝑙−𝑗)(𝑏𝑙, ..., 𝑏𝑙−𝑗+1, 𝑎)∀𝑗 ∈ {1, ..., 𝑙 − 𝑙′},
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компоненты вектора 𝑐 = 𝛽𝐺(𝑔) определяются рекурсией

𝑐𝑠 = 𝑔𝑚 = 1, 𝑐𝑠−𝑗 = 𝑔𝑚−𝑘𝑗 − 𝜙𝐶
𝑘(𝑠−𝑗)(𝑐𝑠, ..., 𝑐𝑠−𝑗+1, 𝑎)∀𝑗 ∈ {1, ..., 𝑠− 𝑠′}.

Рассмотрим векторное пространство R𝑁 = {(𝑓, 𝑔)} (𝑁 = 𝑛 − 𝑛′ + 𝑚 − 𝑚′) коэф-
фициентов полиномов 𝐹 , 𝐺̂ . Обозначим через 𝑄(𝑘,𝑘′) множество векторов {(𝑓, 𝑔)} ,
удовлетворяющих условиям (3), (4), (5).

Следствие. Полуалгебраическое множество 𝑄(𝑛, 𝑛′,𝑚,𝑚′) ⊂ R𝑁 коэффициентов
полиномов 𝐹 , 𝐺̂ , для которых системы Льенара (1) имеют центр в монодромной особой
точке (0,0), задаётся формулой

𝑄(𝑛, 𝑛′,𝑚,𝑚′) =
⋃︁

(𝑘,𝑘′)∈𝑃 (𝑛,𝑛′,𝑚,𝑚′)

𝑄(𝑘,𝑘′).
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О СОСУЩЕСТВОВАНИИ ТРЕХ СИЛЬНО ИЗОХРОННЫХ
ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА ЦЕНТРОВ

М.Н. Василевич

Рассмотрим систему

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑦 + 𝑃 (𝑥, 𝑦),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑥+𝑄(𝑥, 𝑦), (1)

где P и Q – голоморфные в окрестности 𝑂(0, 0) функции, начинающиеся со степеней 2 и
выше. Предполагаем, что 𝑂(0, 0) – изохронный центр системы (1). Он называется сильно
изохронным относительно оси Ox, если любая траектория системы (1), пересекающая ось
𝑂𝑥 при значении 𝑡 = 𝑡0 вновь пересекает ее при значении 𝑡 = 𝑡0 + 𝜋 .

Теорема 1 [1]. Для того чтобы система (1) была сильно изохронной относительно
оси Ox, необходимо и достаточно, чтобы существовала замена

𝑢 = 𝑥+ 𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑦,

где U – голоморфная в окрестности 𝑂(0, 0) функция, начинающаяся со степеней 2 и
выше, переводящая систему (1) в систему вида

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= −𝑣 + 𝑢𝐹 (𝑢, 𝑣),

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑢+ 𝑣𝐹 (𝑢, 𝑣).

Будем говорить, что сильно изохронный относительно Ox центр имеет изохронность
четвертого порядка, если он также сильно изохронный относительно оси Oy. Если




